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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Дорогие восьмиклассники! Учебник для изучения курса алгебры в 
8-м классе состоит из двух книг: первая часть содержит теоретиче- 
ский материал, а вторая часть — практический. Сейчас вы держите 
в руках первую часть. Структурно учебник состоит из семи глав, в 
каждой главе есть параграфы, часть которых разделена на пункты. 
В конце каждого параграфа приведены вопросы для самопроверки. 
Закончив изучение параграфа, прочитайте вопросы для самопровер- 
ки и попробуйте ответить на них. Если возникнут затруднения, всег- 
да можно в соответствующем параграфе учебника найти ответы на 


что для успешности процесса 
обучения очень важно. Кроме того, в конце каждой главы приведе- 
ны темы исследовательских работ, которые помогут вам расширить 
знания по математике и создать свой ученический проект. 

Оглавление и предметный указатель, помещённые в конце кни- 
ги, помогут вам быстро найти нужный раздел, определение того или 
иного понятия или теорему. Длн облегчения навигации текст снаб- 
жён графическими пиктограммами. 

Желаем вам успехов! 


Авторы 


Текст для вдумчивого чтения! 


АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ 
ДРОБИ 


$1. Основные понятия 
$2. Сложение и вычитание алгебраических 
дробей 
ГЛАВА — $3. Умножение и деление алгебраических 
дробей. Возведение алгебраической дроби 
в степень 
$4. Преобразование рациональных 
выражений 
$5. Первые представления о решении 
рациональных уравнений 
$6. Степень с отрицательным целым 
показателем 
$7. Комбинаторные и вероятностные 
задачи. Дерево вариантов и правило 
нахождения вероятности 


ө Выражение Р, где Ри @ — многочлены, называют алгебраической 


дробью; Р — числитель дроби, Ф — знаменатель дроби. 
Примеры алгебраических е: 


алгебраическая 
дробь Е, ее +1 
ин +2’ Ра е 
мислитель ц 
Обыкновенные дроби (8, з ит д.) можно считать 


частными случаями алгебраических дробей. 
Иногда алгебраическое выражение лишь по форме записи является 
алгебраической дробью. Так обстоит дело в последних двух из пяти 


приведённых выше примеров. Действительно, дробь $ можно запи- 
сать в виде 1 а — это одночлен; дробь 20:21 можно записать в виде 


За + 1, это уже не алгебраическая дробь, а многочлен (двучлен). 


примеров после сокращения получа" 
- 2. Но, в сущности, это ме столь важно, 


ется 
так было и с обыкновенными дробями. Скажем, натуральное число 2 
можно записать в виде обыкновенной дроби 10. 


а? + Зан _ ГУРТУ 

ба +5а 0) (5+ 005—0) и 

в) Приа = 4, Б = 4 выражение а - В обращается в нуль, а вместе 
с ним и знаменатель дроби обращается в нуль. Но на нуль делить 
нельзя, Значит, пара значений а = 4, Б = 4 является для заданной 
дроби недопустимой — в этом случае алгебраическая дробь не имеет 
смысла. 


Найдите значение алгебраической роби ЗНА, если наест- 


но, что 22—30 „3, 


402: - Зу) = (х + у); 8х – 12у = 8х + Зу; 5х = 15у; ха Зр. 
Подставим Зу вместо х в заданную алгебранческую дробь: 
251 + Злу+ _ ВУ +3 И ии зву > 
то А а «еы. 


АЕ 


Выполняя в дальнейшем различные преобразования алгебраических 

дробей, всегда будем предполагать, что переменные, входящие н состав 
алгебраической дроби, принимают лишь допустимые зна’ 

допустимые чения, т. е. такие значения, при которых знаменатель 
еее дроби не обращается в нуль. Множество допустимых значе- 
ов ний переменных называют областью определения (или 
область областью существования) алгебраической дроби. 
определения Употребляют также термин область допустимых значе. 
дроби 


ний (ОДЗ). 


Вам известно, что значение обыкновенной дроби ве изменится, если 
ев числитель м знаменатель одновременно умножить или разделить 


на одно и то же число, отличное от пуля. Например, 8 = 32 — эдесь 


и числитель, и знаменатель дроби одновременно умножили на одно и 
22 - 2 — здесь и числитель, и знаменатель дроби 
одновременно разделили на одно и то же число 11. 

Алгебраическая дробь — это в определённом смысле обобще- 
ние обыкновенной дроби; над алгебраическими дробями можно осу- 
ществлять преобразования, аналогичные тем, которые мы только 
что указали для обыкновенных дробей. Эти преобразования можно 
описать так: 


то же число 


Правило 1 И числитель, и знаменатель алгебраической дроби 
можно умножить на один и тот же многочлен (в част- 
ности, на один и тот же одночлен); это — тождественное 
преобразование заданной алгебраической дроби (и обла 
сти определения полученной дроби). 


Правило 2 Ичислитель, и знаменатель алгебраической дроби мож- 
мо разделить на один и тот же многочлен (в частио- 
сти, на один и тот же одночлен); это — тождественное 
преобразование заданной алгебраической дроби (в области 
определения заданной дроби). его называют сокращением 
алгебраической дроби. 


Сформулированные правила представляют собой ос- 
новпое свойство алгебраической дроби. 


ш® 
| 


Пользуясь основным свойством алгебраической дроби, можно дробь 
тч заменить (если, конечно, в этом есть необходимость) дробью 
х 2) пли дробью 20. 
умножили на 2х). Пользуясь осповным свойством алгебраической 
дроби, можно, напротив, заменить дробь ЕТ более простой 
дробью = = 


вы сократили дробь). 
случае инобходимости следуют уканывать область осрадиления. 


Так, замена дроби РТ дробью ИЕР» есть тождественное 


(числитель и знаменатель одновременно 


(числитель и знаменатель одновременно разделили 


20 
преобразование при х «1, х «2; 22 
х+1,х20. 

‘Основное свойство дроби имеет разнообразные применения. Так, 
если среди коэффициентов числителя и знаменателя есть обыкновен- 
ные дроби, то для упрощения записи целесообразно умножить числи- 
тель и знаменатель дроби на наименьшее общее кратное знаменателей 
всех этих коэффициентов. Это умножение является законным в силу 
основного свойства дроби. 


— тождество при 


Упростить дробь 
ан 


рее: 


'Наименьшим общим кратным знаменателей всех 
циентов в данном случае является число 12. Умножив н 
числитель, и знаменатель дроби на 12, получим: 


щен) Ен) лена 
а "а ае 


Получили дробь, в числителе и знаменателе которой — мио- 
точлены © целочисленными коэффициентами. С такими мно 
гочленами работать удобнее, поэтому полученную дробь считают 69- 
лее простой, чем заданная. 


Основное свойство дроби используется для перемены знаков у 
её членов. Если числитель и знаменатель дроби 2 умножить на 


—1, то получим 4 = 2#. Таким образом, значение дроби не изменится, 
если одновременно изменить знаки у числителя и знаменателя. Если 
же изменить знак только у числителя или только у знаменателя, то 
и дробь изменит свой знак: 


2-54 --% 
Бели в последних тождествах изменить знаки левой и правой ча- 
стей, то получим: 
ф- 66-6. 
7 55 
Таким образом, если мы хотим изменить знак только числителя 
или только знаменателя дроби, то надо изменить знак и перед самой 
дробью, Например, 


= = 
ата ша 778024 


Напомним, что сократить дробь — это значит разделить числитель 
и знаменатель дроби на их общий множитель. Возможность такого 
сокращения обусловлена основным свойством дроби. 

Для того чтобы сократить алгебраическую дробь, нужно числитель 
и знаменатель разложить на множители, Если окажется, что числитель 
и знаменатель имеют общие множители, то их можно сократить. Если 
общих множителей мет, то упрощение дроби посредством сокращения 
непозможно. 


| „пример Они 
Сократить дробь и. 


Для разложения числителя на множители примёним спо- 
соб группировки, представив предварительно одночлен 
—5ху в виде суммы –2ху - Зху: 

л? — бху + бий = (х2 251) - (Злу = 607) = 

табх 20) - Зух – 24) = (х – За – 30). 

Для разложения знаменателя на множители используем формулу 

разности квадратов 
947 — х? = (Зи + хИЗу – =). 


Таким образом, 
лу + 602 (х 0х3) 
5 07 и: 90-9 
Далее, изменив знак в знаменателе дроби, получим: 


бх 200 - 30) _ (х — 20х30) _ г 2р 
8р хизр х) 7 Вуз хх) 7 Зухи" 


Выполненное сокращение дроби является тождественным про- 
образованием при условии 9? — х? # 0, т. е. х я 23у. Подчеркнем еще 
раз: в дальнейшем мы всегда будем предполагать, что тождественные 
преобразования алгебраических дробей выполняются лишь в области 
их определения, даже если это явно не отмечено в процессе решения 
того или иного примера. 


Өр Ме = 


общий Общим знаменателем нескольких алгебраических дробей 
на называют многочлен, который делится на знаменатель 


топы ц Каллон дроби, 
робей 


Преобразовать заданные дроби так, чтобы получились дроби с одина- 
ковыми знаменателями: 


Дроби приведены к одинаковому знаменателю (обычно говорят: 
к общему знаменателю). Для этого пришлось числитель и знаме» 
натель первой дроби умножить на дополнительный множитель 5, а 
мислитель и знаменатель второй дроби — на дополнительный множи" 
сделать это позволяет оєновиое свойство дроби. 
69-2: = 230. 346, 
Зы бы 35 1 
а? 4.2 _ За? 
3752 12° 
Дроби приведены к общему знаменателю 125 с помощью допол- 
нительных множителей ЗЬ и 2 соответственно. 


РЕЛШЕ СТЕНЕ: 
МЕТ 
ЗВЕНЕ ТА 
ти ии ни 
Дроби приведены к общему знаменателю х? — у? с помощью до" 
полнительных множителей х ~ у и х + у соответственно. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что такое алгебраическая дробь? 

2. Приведите пример алгебраической дроби с одной перемен" 
ной; с двумя переменными. 

3. Укажите выражение, которое по форме является алгебраи- 
ческой дробью, а по содержанию — нет. 

4. Какие значения переменных называют допустимыми для 
алгебраической дроби? 

5. Составьте алгебраическую дробь с переменными х, и. для 
которой пара чисел (15; 7) является допустимой. 

6. Составьте алгебраическую дробь с переменными а, 5. для 
которой пара чисел (-4; 10) является недопустимой. 

т. Сформулируйте основное свойство алгебраической дроби. За- 
пишите основное свойство дроби на математическом языке, 

8. Используя переменные р и 9, составьте алгебраическую 
дробь, которая при сокращении даёт результат -1. 

9. Что нужно сделать, чтобы поменять знаки в числителе или 
знаменателе дроби? 


Алгебраические дроби с одинаковыми знаменателями складывают и 
вычитают по тому же правилу, что и обыкновенные дроби: 
ау Е ать 
а'а 
т. е. составляют соответствующую алгебраическую сумму числителей, 
а знаменатель оставляют без изменения. 


2+5 ; Фара вау _ (2+5) + 26+ - (055) 
абтар ' ата аав «5 
Теперь можно упростить числитель, выполнив обычным образом 


соответствующие операции над многочленами: 


(2а? + 5) + (Зар + 6) – (6 + 5) = 
та +5 + Заь+ъ- 6-5 = 2а? + Зар. 


Таким образом, заданную алгебранческую сумму трёх дробей нам 
удалось преобразовать в дробь 2272 240, Далее имеем: 


За? + заь _ 2ща + Ы). азы _ 2а +25 
что ^ ща “а 
Приведём теперь решение рассмотренного примера без ком- 
ментариев (как это вы будете делать у себя в тетрадях): 
Заб нБ, Заьъв _ ье _ (20° +5) + (2ав+ 0+5) _ 
аав во мо аъ 
д За 55 246 + 
ааъ 


_ 2а +6 
= ща 


Как видите, в результате преобразований получилось более простое 
алгебраическое выражение, чем было задано в условии приме 
Именно в упрощении и состоит цель преобразований, поэтому часто 
вместо словосочетания выполнить действия используют словосочета» 
ние упростить выражение. 


Сложение и вычитание алгебраических дробей с разными знамена. 
телями выполняют по тому же алгоритму, что используется для 
сложения и вычитания обыкновенных дробей с разными знамена- 


ТЛАВА 1 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДРОБИ 


телями: сначала приводят дроби к общему знаменателю с помощью 
соответствующих дополнительных множителей, а затем складывают 
или вычитают полученные дроби с одинаковыми знаменателями, 


| „пРИМЕР2 Д9 


Выполнить действи 
2а, 30, а (а. 
он: гау 


Для каждой пары заданных здесь алгебраических дробей 
общий знаменатель был найден ранее (см. пример 5 из $ 1). 
Воспользуемся этим. 
0+, 
15 15 в. 
ба 3, зе Зар. зи 


ЛЫТ ' БЫТ 7 1267 1257 7 — 1297 
= а 


#- хі (х? — ху) - (х? + 


тту ти Е 
уу _ у 
Е 1-0 2-0 
Самое трудное в упомянутом выше алгоритме — это, конечно, 
первый шаг: отыскание общего знаменателя и приведение дробей к 


общему знаменателю. В примере 2 вы этой трудности, может быть, 
не ощутили, поскольку мы воспользовались готовыми результатами 
из $ 1. 

Чтобы выработать правило отыскания общего з 
анализируем пример 2. 


Для дробей 22 и 32 общим знамевателем служит число 15 — 


оно делится и на З, и на 5, является их общим кратным (даже наи- 
меньшим общим кратным). 


Для дробей 24. и & общим знаменателем является одночлен 126". 
Он делится и на 487, и ма 65, т. е. ма оба одночлена, служащие зна- 
менателями лробей. Обратите внимание: число 12 — нанменыпее общее 
кратное чисел 4 и 6: переменная В входит в знаменатель первой дро- 


би с показателем 2, в знаменатель второй дроби — с показате- 
лем 3, причём это наибольшее значение показателя З фигурирует в 


общем знаменателе. 
Для дробей та, общим знаменателем служит произведение 
(= + Их - у) — оно делится и на знаменатель х + у, и на знаменатель 
х-и. 


‘ателя, про- 


На самом деле, общих знаменателей для нескольких алгебраических 
дробей можно найти сколько угодно. Например, для дробей 20 и 32. 


общим знаменателем может быть и число 30, и число 60, и даже одно- 
член 15а“. Дело в том, что и 30, и 60, и 15а“ можно разделить как 
а 


на 3, так и на 5. Для дробей 9; и ууу общим знаменателем, кроме 


найденного выше одночлена 127, может быть и 245, и 
48а?! и т. д. Опять-таки дело в том, что 240? делится и 
на 457, и на 66; 48а?Ь' делится и на 46°, и на 65, Чем же 
одночлен 120? лучше, чем 245, чем 48а*%\? Только тем, 
что по записи выглядит проще; в подобных случаях говорят даже не 
общий знаменатель, в наименьший общий знаменатель. 


Вериёмся к примеру 2 а). Чтобы сложить алгебраические дроби 
20 1 3, надо было не только найти общий знаменатель (число 15), 


но и отыскать для каждой из дробей дополнительные множители, 
которые позволили бы привести дроби к общему знаменателю. Для 


дроби 28 таким дополнительным множителем служит число 5 (чис- 
литель и знаменатель этой дроби умножили дополнительно на 5), для 
дроби 32 — число З (числитель и знаменатель этой дроби умножили 


дополнительно на 3). Дополнительный множитель есть частное от 
деления общего знаменателя на знаменатель данной дроби. 
Обычно используют следующую запись: 


За, Зь _ З 3ч 100596, 


з 5 з 5“ 067 7, 
На первых порах удобно использовать следующее правило. 


иииинии АЛГОРИТМ ПРИВЕДЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ДРОБЕЙ 


К ОБЩЕМУ ЗНАМЕНАТЕЛЮ 

1. Разложить все знаменатели на множители. 

2. Из первого знаменателя выписать произведение всех его множи- 
телей, из остальных зпаменателей приписать к этому произведе- 
нию недостающие миожители. Полученное произведение и будет 
общим (новым) знаменателем.. 

3. Найти дополнительные множители для каждой из дробей: это бу- 
дет произведение тех множителей, которые имеются в новом з! 
менателе, но которых нет в старом знаменателе. 

4. Найти для каждой дроби новый числитель: это будет произведении 
старого числителя и дополнительного множителя. 


о 


5. Записать каждую дробь с новым числителем н новым (общим) 
знаменателем. 


Снова вернёмся к примеру 2 6). Общим знаменателем для дробей 
5 + фс является одночлен 1257. Дополнительный множитель для 


первой дроби равен 3 (поскольку 125? : 46? = 3), для второй дроби 
он равен 2 (поскольку 1257 : 66' = 2). Значит, решение примера 2 6) 
можно оформить так: 

ГИ Зы 
40 {ви 725’ 


ПРИМЕР 3 


Т ЭТАП. Найдём общий знаменатель и дополнительные 


= а(а + 1). 
Первый знаменатель берём целиком, а из второго — добавляем 


б 
Зат + аа?ь + зы 


Т ЭТАП. Разложим все зиаменатели на множители: 


1) 2а! + 4а? + 2а%5* = 2а(а? + 206 + 6%) = 244, 
2) Зав? — За? = За" — а?) = Зафь — аҳь + а); 
3) ваї — ва? = баЧа — Б). 


Первый знаменатель берём целиком, из второго возьмём не 
достающие множители З и 6 - а (или а - Б), из третьего — недо 
стающий множитель а (поскольку третий знаменатель содержит мио 
житель а*). 


Заметим, что если у дополнительного множителя появляется 
знак «=», то его обычно ставят перед всей дробью. В данном случае 
изменим знак перед второй дробью. 

П ЭТАП. Выполним преобразования: 

ь 


2 СА 
Рутту ва зат * бал 607 ^ 
_имасы паа ГЕИ 
"тез * 5:5 * ба?а - Б) 


_ Заа — №) + Заа + Њ + Ма? + 26+) _ 
баа – Ба + 5! 


= 3970 — За + 247 + 209 + аъ + 200) + _ 20° + ба-а 
ваа +5 Ка Ба + 


Отметим, что замена выражения, данного в примере 4, той алге- 
браической дробью, которая получилась в результате, есть тожде- 
ственное преобразование при допустимых значениях переменных. 
В данном случае допустимыми являются любые значения переменных 
аир, кромеа = 0, а =, а= 0 (в этих случаях знаменатели 

в нуль). 


р и 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте и запишите на математическом языке пра- 
вило сложения и вычитания алгебраических дробей с оди- 
наковыми знаменателями. 

2. Сформулируйте алгоритм сложения (вычитания) алгебраи" 
ческих дробей с разными знаменателями. 

3. Сформулируйте алгоритм отыскания общего знаменателя 
для нескольких алгебраических дробей. 

4. Сформулируйте алгоритм приведения алгебраических дро- 
бей к общему знаменателю. 

к 5048 

Заа 0) 9 баа - 0" 

Расскажите, как вы составите наименьший общий знаме- 

натель для этих дробей. Приведите эти дроби к общему зі 

менателю и найдите их сумму. 


5. Даны две алгебраические дроби: 


Умножение алгебраических дробей осуществляется по тому же 
правилу, что и умножение обыкновенных дробей: 


з. 
ъа 


Аналогично обстоит дело с делением алгебраических дробей, 
с возведением алгебраической дроби в натуральную степень. Правило 
деления выглядит так: 
2:5 = 24, 
ъа 


а правило возведения в степень — та 


дробей, полезно их числители и знаменатели разложить на множи- 
теди — это облегчит сокращение той алгебраической дроби, которая 
получится в результате умножения или деления, 


Ө) Прежде чем выполнять умножение и деление алгебраических 


ПРИМЕР 1 


Выполнить с 
5х. т? Та 60° – 12а + ба? 
ын он шар, 


ое а ас 
: 


Решение 


РТТАР] 


и 10: Ета 


Решение 


ЕЕЕ ЕЕЕ И 
1047 ву 10у 


бк 1х? + +0) 16; ала 
уа нае уе врал 


ба? — Ба? +в) ьа 


25-35) - 08056) 252 
09 вка + Биа? + Б) ва (а – Ба + Ва? + ну 
Ма + 2) – Ма + 79а +2 ба + 2% – 3) 


Ба + Биа? + Ба + 2) _ еуин) 
+256 - ЗАБ – ау 


ЕТЕ 
Эт 6:38 


Мы учли, что в результате деления а ~ В на В — а получится -1. 
Впрочем, знак +-» в данном случае удобиее переместить в знаменатель: 
вы) 


Выполнить действии: 
(= + хаза 
Зв! (аға 
аа. $ = +4 +4 +2 ГЕН 
ЦЕ 
са м2“ (я + 2-2 х-2 


ГЕРИТЕРИИ ТЕРТЕР ТЕРИ 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте правило умножения алгебраических дро- 
бей. Запишите его на математическом языке. 

2. Сформулируйте правило деления алгебраических дробей. 
Запишите его на математическом языке. 

3. Сформулируйте правило возведения алгебраической дроби 
в степень. Запишите его на математическом языке. 


Любое числовое выражение после выполнения всех входящих в его 
состав арифметических действий принимает конкретное числовое 
значение — рациональное число (разумеется, оно может оказаться 
и натуральным числом, и целым числом, и дробью — это неваж- 
но). Точно так же любое алгебраическое выражение, составленное 
иа чисел и переменных с помощью арифметических операций и воз- 
ведения в натуральную степень — для таких выражений в алгебре 
используют термин рациональное выражение, — после выполнения 
преобразований принимает вид алгебраической дроби (и опять-та- 
ки, в частности, может получиться не дробь, а многочлен или даже 
одночлен). 


Доказать тождество 
я 
а-та) (ав) а" 


ПШИТТТТТТУШШИ Доказать тождество — это значит установить, что при всех 


допустимых значениях переменных его левая и правая части 
равны. В алгебре тождества доказывают разными способами: 

1) выполняют преобразования левой части и в итого получают 
правую часть: 

2) выполняют преобразования правой части и в итоге получают 

евую часть; 

3) по отдельности преобразуют правую и левую части и получают 
и в первом и во втором случаях одно и то же выражение: 

4) составляют разность левой и правой частей и в результате её 
преобразований получают нуль. 

Какой способ выбрать — зависит от конкретного вида тождества, 
которое вам предлагается доказать. В данном примере целесообразно 
выбрать первый способ. 

Ө) Для преобразования рациональных выражений принят тот же 


= 2а, 


порядок действий, что и для преобразования числовых выражений. 
Это значит, что сначала выполняют действия в скобках, затем дей- 
ствия второй ступени (умножение, деление, возведение в степень), 
затем действия первой ступени (сложение, вычитание). Выполним 
преобразования по действиям: 

р и НИ: — Е ЛИ 

За + за = ааъ зы < 2а теа. 

_ 2абда + в) – бай _ да? + Зар – ба? _ 
Са + 7 грат ит7та 4 


зрб -188- 
— Фа {да – Ба + 39-1 
2а – (2а + Б За - а -Ь ЕЈ 


"а Виза + 6) "а — 52а + Б) " а 00227 0). 


зу 20: Е] _ Занда оба +6) _ 
02а + 6‘ ба - а, а тър ь 


= 2920 - Б) _ Ча? - 296) „206 – 4а. 


атъ 221 За 
Зав — 4а? , Вай _ Зар — 4а? + Вой Заһ + дай _ 
Р] ать 


4) 


ТЛАВА 1 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДРОБИ 


Как видите, нам удалось преобразовать левую часть проверяемого 
тождества к виду правой части. Это значит, что тождество доказано. 
Однако напомним, что тождество справедливо лишь для допустимых 
аначений переменных. Таковыми в данном примере являются любые 
значения а и Ь, кроме тех, которые обращают знаменатели дробей 
в нуль. Значит, допустимыми являются любые пары чисел (а; 6), 
кроме тех, при которых выполняется хотя бы одно из равенств: 

2а-5=0, 2а+=0, 5=0. 


Если р(х) — рациональное выражение, то уравнение р(х) = 0 называ- 
ют рациональным уравнением. Подробнее поговорим о них позднее, в 
главе 6, но уже теперь мы располагаем некоторыми фактами теории, 
позволяющими решать несложные рациональные уравнения. 


| пРимЕР и 
12-0 
ПШИТТТТТТУШШШ равенства А - ВнА - В - 0 выражают одну и ту же зави- 
симость между А и В. Учитывая это, перепишем данное 
Уравнение в виде 
2 х? -10 _ 
а МАНИН 


Выполним преобразования левой части уравнения: 


Ретить уравнение 2 


2-ю 2002, освен в? -ю _ 
9 7113 ем 
„+ -э +898 - (08 10) 28-5 
О = зух + 3) Тг зих + 8), 
Итак, получили уравнение 
Ак „0. 
с. 5 


Дробь обращается в нуль тогда и только тогда, когда её числи- 
тель равен нулю. а знаменатель отличен от нуля. Из уравнения 
2х – 5 = 0 находим х = 2,5. При этом значении знаменатель дроби не 
обращается в нуль. 


ответ А 


Ө) К обоим условиям равенства дроби + нулю надо относиться 


одинаково уважительно, т. е. сначала воспользоваться условием 
а = 0, а затем не забыть проверить условие » + 0. Решим, например, 


уравиение —**?__ «0, Приравняв числитель нулю, получим х +240, 
ЕРТЕГ) Р 
т.е, х = -2, Подставив значение -2 вместо х в знаменатель, получим 
пуль, а на пуль делить пельзя. Это значит, что х = -2 пе является 
корнем уравиения, т. е. заданное уравнение вообще ие имеет корней, 
Веривмся ещё раз к примеру 1. Дело в том, что математики, яп- 
ляясь людьми практичными, не любят делать лишние записи. Они 
предпочитают, найдя общий знаменатель, не приводить дроби к этому. 
знаменателю, а освобождаться от него путём умножения обеих частей 
уравнения на общий знаменатель. При этом два условия равенства 
дроби нулю они, естественно, держат в голове м не забывают сделать 
соответствующую проверку. Приведём (в несколько сокращённом 
виде) запись решения уравнения из примера 1 с использованием спо- 
соба освобождения от знаменателей. 
3: х? 10 


Умножим обе части уравнения == +1= 


менатель х? – 9; получим: 


оо) оо). 510, 


4х - 3) +12 - 9х” – 10; 
х=2,5. 


Значение х = 2,5 удовлетворяет условию х? - 9 #0, а поотому 
х = 2,5 — корень заданного уравнения, 


ПРИМЕР 2 


Лодка прошла 10 км по течению реки и 6 км против течения, 
затратив на весь путь 2 ч. Чему равна собственная скорость лодки, 
сели скорость течения реки 2 км/ч? 
Решение Т ЭТАП. Составление математической модели. 
Пусть х км/ч — собственная скорость лодки, тогда по тече- 
нию реки она плывёт со скоростью (х + 2) км/ч, а против течения — 
со скоростью (х = 2) км/ 
По течению реки, т. е. со скоростью (х + 2) км/ч, лодка прошла 
путь 10 км. Значит, время, затрачениое на этот путь, выражается 


10 
формулой === 


ТЛАВА 1 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДРОБИ 


Против течения реки, т. е. со скоростью (х = 2) км/ч, лодка 
прошла путь 6 км. Следовательно, время, затраченное на этот путь, 


ч 
т“ 
По условию на весь путь (т. ©. на 10 км по течению и 6 км против 


выражается формулой 


Это уравнени 
П ЭТАП. Работа є составленной моделью. 
Воспользуемся указанным выше приёмом освобождения от зна- 
менателей. Здесь наименьшим общим знамепателем служит (х + 2) х 
х (х 2). Умножив на это выражение обе части уравнения, полу- 


чим: 
а ое] +2 + 25-2 
1065 - 2) + 6х + 2) = 21-4); 
16х - 22 
248 – х) = 0; 


ж- 0, х. = 8. 


Осталось поочерёдно подставить найденные значения в общий 
знаменатель. Поскольку ни при х = 0, ни при х = 8 выражение 
(х + 2х – 2) не обращается в нуль, оба значения являются корнями 
уравнения. 

Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

Нужно выяснить, чему равна собственная скорость лодки. Эту 
скорость обозначили буквой х. Получили, что либо х = 0, либо х = В. 
Первое значение нас явно не устраивает: собственная скорость лодки 
не может быть равна 0. Второе значение подходит, 


ПЕЕСТТТЕВВВИИИИ собствен 


скорость лодки равна 8 км/ч. 


В примере 2 за х мы приняли собственную скорость лодки, Ясно, 
что должно выполняться неравенство х > 2, т. е. собственная скорость 
лодки должна быть больше скорости течения реки (иначе против те- 
чения лодка плыть не сможет). Можно было бы добавить это усло- 
вие к составленному на первом этапе уравнению, т. е. математичес- 
кая модель задачи состояла бы из уравнения и неравенства, Если бы 
это было сделано, то найденное значение х = 0 мы бы сразу отбро- 
сили, да и значение х = 8 в знаменатели подставлять не стали (при 
х > 2 знаменатели отличны от нуля). 


ИСИНИН БТ | 


Вопросы для самопроверки 


1. Закончите предложение: «Дробь равна нулю тогда и только 
тогда, когда её числитель...». 

2. Что нужно обязательно сделать после нахождения корней 
при решении рационального уравнения? 


Вы умеете вычислять значение степени с любым натуральным пока- 
зателем. Например, 

0,2'= 0,2; 3: =3-3=9; 4*=4.4-4 

(220 = (-2) - (-2) -(-2) (2) (-2) = -32; 

00.00.00. 0=0ит. д. 

Но математики на этом не остановились. 

Так, ещё в курсе алгебры 7-го класса мы познакомились с поняти- 
ем степени с нулевым показателем: если а ғ 0, то а? = 1. Например, 
5,79 = 1; (8) =1 ит. д. 

Постепенно продвигаясь в изучении математического языка, мы 


є вами поймём, что означают в математике символы 2°, 8 ит. д. 
Частично это мы сделаем уже в настоящем параграфе, а частично — 
в курсе алгебры и начал математического анализа 11-го класса. 
Зададим вопрос: если уж вводить символ 2 3, то каким мате 
матическим содержанием его наполнить? Хорошо бы, рассуждали 
математики, чтобы сохранялись привычные свойства степеней, на 
пример, чтобы при умножении степеней с одинаковыми основаниями 
показатели складывались; в частности, чтобы выполнялось равенство 
2*. 2? = 2° (подробнее: 22.2 =23 52 = 29). 


Но 2° = 1, а тогда из равенства 2*. 2? = 1 получаем, что 


2*- у. Значит, появились основания определить 27 как п. Подоб- 
ные рассуждения и позволили ввести следующее определение. 


Если п — натуральное число и а я 0, то под а“* понимают 1 


тере рит 
Естественно, что записанную выше формулу при необходимости: 
используют справа налево, например: 
1 т 1 1 
Б 


Отметим одно важное тождество, которое часто используется на 
практике: 


Те свойства степеней, х которым вы привыкли, имея дело с нату- 
ральпыми показателями, сохраняются и для отрицательных целых 
показателей. Если а ғ 0, Б #0, зи! — произвольные целые числа, то: 

ата = а". 


ет 


Заметим, что теперь мы имеем право ие делать в свойстве 2 
ограничения з > { (как это было, когда мы оперировали только 
гтуральными показателями степени). Например, верно как равенство 
атага? " 


а? 1, так и равенство а? : а? = а? '. 
Докажем свойства 1 и 4, а остальные свойства попробуйте доказать 
самостоятельно, 


ЕЕТЕЕЕЕОПУЗЕТЕТЕСТЕТИЩИ — Показатели з и могут быть оба натуральными 
числами, оба целыми отрицательными числа 
ми, один — натуральным, а другой — целым отрицательным, и, на. 
копец, хотя бы одип из пих может быть пулём. Рассмотрим каждый 
из этих случаев. 
Если в и { — натуральные числа, то 


Если $ и 1 — отрицательные целые числа, то — 
ные числа, для которых уже доказано, что а *-а * 
суждаем так: 


1 — патураль- 
а". Тогда рас- 


= 


Пусть теперь # — натуральное число, в { — целое отрицатель- 
ное число, т. е. -# — натуральное число. Пусть, для определён- 

у те 8 туральное число. Тогда степень 
ым показателем а ' можно представить в виде произ- 
ия степеней с натуральными показателями: а' = аа!“ 
Далее рассуждаем так: 


«= т 


Если, наконец, один из показателей, например (, равен нулю, то 


аа = ааа ааа". 


Доказательство свойства 4 —Еели + — натуральное чиело, то 


(25) = (аЬ) - (аЬ) (ав)... (ав = 


о 


Если а — отрицательное целое число, то -+ — натуральное число, 
для которого уже доказано, что (а) = а *5*. Тогда рассуждаем так: 


(а). = —1 1. 1. 


Рр арар зда на, 
Ы ав ат 7 


Если, наконец, # = 0, то (аБ)' = (ав)? = 1 = 1-1 = а% га 


Вопросы для самопроверки 


1. Вспомните из курса алгебры 7-го класса определение степе- 
ни с натуральным показателем. 

2. Вепомните из курса алгебры 7-го класса свойства степени © 
натуральным показателем. Проговорите их и запишите на 
математическом языке. 

3. Вспомните из курса алгебры 7-го класса определение степе- 
ни с нулевым показателем. 

4. Сформулируйте определение степени с отрицательным це 
лым показателем. 

5. Сформулируйте свойства степени с отрицательным целым 
показателем. Запишите их на математическом языке, 

6. Верно ли утверждение: свойства степени с натуральным по- 
казателем аналогичны свойствам степени с отрицательным 
целым показателем? 

7. Известно, что а ғ 0, 0 + 0, п, т — целые числа. Какие из 
приведенных ниже соотношений представляют собой вер- 
ные равенства, а какие — мет: 


а) а". 
ба" 
юа 
та 

А. рн = (аву а (#7 
ае АЫ 


В 6-м и Тм классах вы уже встречались с простейшими комби- 
наторными задачами м способами нахождения вероятностей. 
В этом параграфе мы покажем, как подобные задачи могут возни” 


' Этот параграф написан П. В. Семеновым. 


кать и при работе © алгебраическими дробями. Самый прямой путь 
возникновения задач такого типа — нахождение значений алгебраи- 
ческих дробей и последующий отбор нужных значений. 


ПРИМЕР 1 


Значение переменной 4 случайно выбирают среди целых чисел от 
до 4 включительно. Для скольких значений 4 значение дроби 
аьа), 
аа й 
а) пе определено; 
6) отлично от нуля: 


Решение Чиелитель определён при любых значениях 4. Дробь не 
определена для тех значений 4, для которых знаменатель 
Ҷ16 - 4%) равен нулю, т. е. @ = 0 или 4* = 16. Значит, дробь не опре" 
делена в трёх случаях: 4= 0, 4=2, 4 = -2. 
Для всех остальных 4 дробь можно (м нужно) упростить: 


44:4 _ анау 1 
916-4979 ааа а)“ аа-а) 


Поэтому отлична от нуля для всех возможных случаев 4 = -5, 
4--4, ... 4-3, 4-4, кроме трёх найденных выше. Таких значений 7. 

Знак дроби совпадает со знаком знаменателя, т. е. дробь положи- 
тельна для 4 = 1, 4 = 1 и отрицательна для пяти оставшихся случаев 
4-5, 4-4, 4- -3, 4-3, 4-4. 


а) 3; 6) 7; в) 2; г) 5. 


В ней, как «на ладошке», сразу видны нужные ответы. Более 
того, можно было сразу начать с заполнения этой таблицы. Значит, 
сбор данных в таблицу — один из эффективных способов обработки 
этих данных. 

Другим и весьма распространённым приёмом организованного 
перебора является так называемое дерево вариантов. Покажем, как 


это выглядит на конкретном примере. Расемотрим дробь 2—0, 


р 


Допустим, что следует найти все её значения, если переменная х 
принимает значения 1, 2, 3, а переменная у — значения З или 4. 
Сначала изобразим выбор х (рис. 1). 


Выбор х 
Рие. 1 1 2 з 
Для каждого из значений х можно выбрать одно из двух 
значений у (8 или 4). Этот выбор удобно изобразить, как показано 
ма рисунке 2. 


1 2 з 
з 4 3 43 4 


Рис. 2 


И теперь остаётся вычислить значения числовых дробей. На ри- 
сунке 3 представлен итог (некоторые промежуточные вычисления 
пропущены). 


Рие, 2 


Нарисовать дерево вариантов значений дроби АЕ, сли каждая 


переменных №, п, т принимает значения -1 или 2. Какова вероят- 
ность того, что при случайном выборе значений переменных значе- 


ние дроби будет: 
а) не определено; в) положительным числом? 
целым числом; 
Решение Как и выше, составим таблицу, похожую на дерево вариан” 


последнюю строчку впишем нужные значения дроби. 


Всего имеется 8 равновозможных случаев для значений перемен- 
ных й, п, т, и ровно в половине ма них значение дроби не определено. 
Значит, вероятность того, что дробь не определена, равна 4 : 8 = 0,5. 
Ни в одном нэ 8 случаев значение дроби не является целым числом. 


тельно в 
1:8 =0,125. 


Ответ а) 0,5; 6)0; в) 0,125. 


ТЛАВА 1 АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДРОБИ 


В заключение сформулируем правило нахождения вероятности, 
которым мы воспользовались при решении примера 2 и которым 
будем пользоваться в дальнейшем. 


Правило 


Вопросы для самопроверки 


При каждом броске монеты выпадает орёл или решка. На- 
рисуйте дерево вариантов для исходов при двух бросках 
монеты. 

Какова вероятпость того, что при каждом из двух бросков 
мопеты результаты будут одинаковы? 

При опросе жителей возможны ответы «да», «петь, «не 
знаю». Нарисуйте дерево вариантов для последовательных 
ответов двух жителей. 

Какова вероятность, что в вопросе 3 два жителя ответят 
по-разному (предполагается, что ответы «да», «нет», «не 
знаю» равиовозможны)? 

Герою в каждом испытании приходится выбирать между 
«пойти налево» или «пойти направо». Нарисуйте дерево 
вариантов выбора для трёх последовательных испытаний. 

В скольких случаях в вопросе 5 выборов «пойти налево» 
будет больше? 

В скольких случаях в вопросе 5 будет два последователь. 
ных одинаковых выбора? 

Сформулируйте правило нахождения вероятности. 


Основные результаты 


В этой главе мы познакомились со следующими поняти. 

ями: 

— алгебраическая дробь; числитель и знаменатель алгеб- 
раической дроби; 

— основное свойство алгебраической дроби; 

— приведение нескольких алгебраических дробей к общему 
знаменателю; 

— рациональное выражение; 


алгебраических. З 
— правило возведения алгебраической дроби в натуральную 
степень; 


— правило решения уравнений вида 2029 = 0, где РО) и 
9х) — многочлены. 
• Мы получили новые тождества, справедливые для любых 


отличных от нуля значений а и и любых целочисленных 
показателей ѓи з: 


• Мы научились: 


— приводить несколько драбей к паимень- 
шему общему знаменателю; 

— выполнять арифметические операции над алгебраиче- 
скими дробями. 


ФУНКЦИЯ у = „х. 
СВОЙСТВА 


КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


ГЛАВА $9 


$10. 
$11. 
$12. 
$13. 
$14. 
$15. 


$16. 
$17. 


$18. 


Рациональные числа 

Понятие квадратного корня из 
неотрицательного числа 
Иррациональные числа 

Множество действительных чисел 
Числовые неравенства 

Функция у = Хх, её свойства и график 
Свойства квадратного корня 
Преобразование выражений, 
содержащих операцию извлечения 
квадратного корня 

Алгоритм извлечения квадратного 
кория 

Модуль действительного числа. 
Функция у = |х| 

Комбинаторные и вероятностные 
задачи. Правило умножения 


Вам хорошо известны натуральные числа: 


вой 


Множество всех натуральных ч 
м. 


1,2,3,4, 


Если к натуральным числам присоединить число 0 и все целые 


отрицательные числа: —1, 2, -3, —4, ..., — то получится множество 
целых чисел. Это множество обычно обозначают буквой 2. 
Если к множеству целых чисел присоединить все обыкновенные 


дроби: ЕЯ 10, 8 ит.д. то получитея множество рациональных 


чисел. Это множество обычно обозначают буквой Ф. 
Любов целое число т можно записать м виде дроби 2, поэтому 
справедливо утверждение о том, что множество Ф рациональных 


"т 
чисел — это множество, состоящее из чисел вида ", —" (где т, 
п п 


п — натуральные числа) и числа 0. 


Используя введённые обозначения №, 2, Ф. условимся о следу- 
ющем. 

1. Вместо фразы «п — натуральное число» можно писать л є № 
(читается: «элемент л принадлежит множеству №»). Математический 
символ Є называют знаком принадлежности. 

2. Вместо фразы «т — целое число» можно писать т є 2. 

3. Вместо фразы єг — рациональное число» можно писать гє Ф. 

Понятно, что У — часть множества 2, а 2 — часть множества Ф. 
Для описания этой ситуации в математике также имеется специальное 
обозначение: 


ния (одного множества в другое). 


5] мс2,2с9. 
Математический символ с называют знаком включе 
знак 
 примадлежиости 


Вообще в математике запись х С Х означает, что х — 
один из элементов множества Х. Запись А С В означает, 
что множество А представляет собой часть множества В. 
Математики чаще говорят так: А — подмножество мно 
жества В. 

Обратите внимание: множества в математике обычно обозначают 
прописными буквами, а элементы множества — строчными буквами. 

И еще на один момент обратите внимание: знаки принадлежности 
(элемент принадлежит множеству) и включения (одно множество со- 
держится в другом) — различные, соответственно © и С. 

А как записать, что элемент х не принадлежит множеству Х или 
что множество А не являстся частью (подмножеством) множества В? 
Используют те же символы, но поречёркнутые косой чертой: х е Х, 
лав. 


—1 Е и ТПАВА 1 ФУНКЦИЯ у = 1. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ ТЕНЕ 


Для всех рациональных чисел можно использовать один и тот же способ 
записи, который мы сейчас обсудим. 

Рассмотрим, например, целое число 5, обыкновенную дробь 
35 " десятичную дробь 8,377. Целое число 5 можно записать в 


виде бесконечной десятичной дроби: 5,0000... . Десятичную дробь 
8,377 также можно записать в виде бесконечной десятичной 


проби 8.377000... . Для числа 1. воспользуемся методом деления 


1.000000... | 22 
0.31818 


уголком: 


Как видите, начиная со второй цифры после запятой происходит 
повторение одной и той же группы цифр: 18, 18, 18, .... Таким 


5] образом, ў. = 0,3181818.... Короче это записывают так: 0,3(18). 


бачи Повторяющуюся группу цифр после запятой называют 
онл периодом, а саму десятичную дробь — бесконечной деся- 
периодическая 
тичной пернодической дробью. 
Между прочим, и число 5 можно представить в видо 
дроби бесконечной десятичной периодической дроби. Для этого 
надо в периоде записать число 0: 


5 = 5.00000... = 5,00). 
Так же обстоит дело и с числом 8,877: 
8,377 = 8,377000... = 8,3770). 


Чтобы всё было аккуратно, говорят так: 8,377 — конечная 
десятичная дробь, а 8,377000... — бесконечная десятичная дробь. 


Любое рациональное число можно записать в виде конечной деся- 
тичной дроби или в виде бесконечной десятичной периодической 
дроби. 


Докажем это утверждение. Но сначала поясиим идею доказатель- 
ства на конкретном примере. Рассмотрим дробь > Начнём делить 


5 РС 


22 — это первый остаток. Продолжим деление: 


_5,000...| 28 
эв [0 
220 
196 
Е 
24 — это второй остаток. Точно так же будут получаться третий, 
четвёртый и т. д. остатки: 


_5,0000000000...| 28. 
28 0, 


220 


78571428. 


396: 
240 
224 
1600 
140 


2200 
196 
Е 
38. 


1 
1 


Выпишем последовательно получавшиеся остатки: 
22, 24, 16, 20, 4, 12, 8, 24, 


ТВА 2 ФУНКЦИЯ у = Л. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


Все они меньше делителя 28, значит, рано или поздно (уж во всяком 
случае не далее чем на 28-м шаге) какой-то остаток повторится и 
начиная с этого места в частном будет повторяться одна и та же группа 
цифр. В нашем примере этим остатком является число 24, а повто- 
ряющался группа состоит из шести цифр: з; = 0,17(857142). 


Теперь нетрудно провести доказательство в общем виде. 


Пусть дана дробь 7. Деля т на п, будем последовательно получать 


остатки, каждый из которых меньше числа п. Значит, с какого-то 
места встретится остаток, который уже был ранее. После этого остатки 
будут повторяться, соответственно в частном будет повторяться одна и 
та же группа цифр, что и приведёт в итоге к бесконечной десятичной 
периодической дроби. 


Выше мы показали, как обыкновенную дробь представляют в виде 
бесконечной периодической десятичной дроби. Верно и обратное: 
‘любую бесконечную десятичную периодическую дробь можно пред. 
ставить в виде обыкновенной дроби. 


Записать в виде обыкновенной дроби бесконечную десятичную 
периодическую дробь: 
21423; 691,528). 

ПЕЕТТУТИТ ВНИИ >) Положим х - 1.(23), т. е. х - 1.232323... Умножим х на 
такое число, чтобы запятая передвинулась вправо ровно на 

один период. Поскольку в периоде содержатся две цифры, надо, что" 

бы запятая передвинулась вправо на две цифры, а для этого число х 

нужно умножить на 100. Получим: 


100х = 123,232323.... 
Следовательно, 
100х = 123,232323... 
Ш: 1.232323... 
100х - х = 123,232323.. 


е. 99х = 122, х = 122, Итак, 1.423) = 122 = 18. 


Советуем сделать проверку: разделите 122 на 99 уголком и у вас 
получится 1.423). 

6) Положим х = 1,5423) = 1,5232323.... Сначала умножим х на 10, 
чтобы в полученном произведении период начинался сразу после 
запятой: 10х = 15,232323.... Теперь число 10х умножим на 100 — 
тогда запятая сместится ровно на один период вправо: 1000х = 
= 1523,28232323.... Имеем: 


1000х = 1523,232323... 
—_105 = 15.232323... 


990х = 1508; 


Итак, 1,5023) = 154 = 1259, 


ау 1423) = 123; 6) 1,5023) = 1259. 


Множество @ рациональных чисел можно рассматривать как 
множество чисел вида №, где т — целое число, п — натуральное 


число, или как множество бесконечных десятичных периодичес- 
ких дробей. 


Завершим параграф дополнительными сведениями о периодических 
дробях. 

1. Если пернод дроби начинается сразу после запятой, то дробь 
называют чисто периодической, если пе сразу после запятой — сме 
шанно периодической. Например, 1.(23) — чисто периодическая дробь, 
а 1,523) — смешанно периодическая дробь. 


2. Если несократимая дробь 17 такова, что в разложе 


чисте нии её знаменателя на простые множители содержатся 


лишь числа 2 и 5, то запись числа № в виде десятичной 


периодическая 

дробь 

ея? дроби представляет собой конечную десятичную дробь; 

`пермодическая 

ее сели в указанном разложении есть другие простые мно" 
жители, то получится бесконечная десятичная дробь. 


ТЛЕ Функция у = Л. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО 


3. Если несократимая дробь №№ такова, что в разложении её 
знаменатоля на простые множители не содержатся числа 2 и 5, то 
запись числа № в виде десятичной дроби представляет собой чисто 


периодическую десятичную дробь; если в указанном разложении 
наряду с другими простыми множителями есть 2 или 5, то получится 
емешанно периодическая десятичная дробь. 

4. У периодической десятичной дроби период может быть любой 
длины, т. е. может содержать любое количество цифр. Например, 


: = 0407) — в периоде одна цифра; 5% = 0,(53) — в периоде две 


цифры; 20772 = 0414772) — в периоде 5 цифр. Вообще справедливо 


утверждение: правильная дробь вида зубу, где в знаме 


содержится п девяток, представляется в виде чисто периодической 
дроби 


0,000...0т). 


г 


Например. 515 = 0001), 1%; = 0,017), 254 = 0254). Обратно, 


0,025) = 35, 2.013) = 2113. 


5. Если смешанно периодическая дробь имеет вид 


Например, 0,0023) = =. 2,0000013) = 


6. Периодическую дробь с девяткой в периоде можно заменить 
конечной десятичной дробью (иными словами, бесконечной дробью с 
нулем в периоде). Например, 


0.9) - $ =1:0,009) = 555 = тыб = 0.01: 


0,7249) = 0,72 + 0,00(9) = 0,72 + 0,01 = 0,73; 1,274(9) = 1,275. 
К дробям с девяткой в перноде мы вернёмся ещё раз в $ 11. 


нон Гы 


7. Используя указанные факты, можно предложить другой способ 
обращения бесконечной десятичной периодической дроби в обыкно- 
венную дробь. Рассмотрим его на примере, который был ранее решён: 


1,5423) = 1.5 + 0/23) = 11 + 28 = 1259, 


Вопросы для самопроверки 


1. Какое множество называют множеством натуральных чи- 
сел? Мпожеством целых чисел? Как их обозначают в мате- 
матике? 

2. В каком случае используется знак ©, а в каком — знак С? 

3. Верна ли запись № ® 2? запись № с 27 

4. Верна ли запись 1 = №? 1 СМ? 

5. Что такое бесконечная десятичная периодическая дробь? 

6. Что называют периодом дроби? 

7. Приведите пример чисто периодической бесконечной деся- 
тичной дроби с двумя цифрами в периоде. 

8. Приведите пример смешанно периодической бесконечной 
десятичной дроби с тремя цифрами в периоде. 

9. Верно ли утверждение: «Любую бесконечную периодиче- 
скую дробь можно представить в виде обыкновенной дро- 
би»? 

10. Запишите в виде обыкновенной дроби: 
в) 0,2409). 


) 0,015): 6) 0,105): 


Рассмотрим уравнение х? = 4. Решим его графически, Для этого в 
одной системе координат построим параболу у = х? и прямую у = 4 | 
(рис. 4). Опи пересекаются в двух точках А(-2; 4) и В(2; 4). Абсциссы 
точек А и В являются корнями уравнения х? = 4. Итак, х = —2, х; = 2. 
Рассуждая точно так же, находим корни уравнения х? = 9 (см. рис. 4): 
и = -3, = 3. 
А теперь попробуем решить уравнение х? = 5; геометрическая 
иллюстрация представлена на рисунке 5. Ясно, что это уравнение 


6 


Рие. 5 


имеет два кория х; и хз, причём эти 


числа, как и в двух предыдущих случа- 
ях, — противоположные. Но в отличц 


от предыдущих случаев, где корни урав- 
нения были найдены без труда (причём 


их можно было найти и не пользуясь 
графиками), с уравнением х? = 5 дело 
04] обстоит не тек: по чертежу мы не мо" 
жем ука: чения корней, можем 


только установить, что один корень рас 
полагается чуть левее точки —2, а вто- 
рой — чуть правее точки 2. 


Что же это за число (точка), которое 
располагается чуть правее точки 2 и ко- 
торое в квадрате даёт 5? Ясно, что это 
пе З, так как 3° = 9, т. е. получается боль- 
ше, чем нужно (9 > 5). Значит, интере- 
сующее нас число расположено между 
числами 2 и З. Но между числами 2 и 3 
находится бесконечное множество рацио- 


вольных чисел, например 27, 28, 978 и 


т. д. Может быть, среди них найдётся 


такая дробь №’, что [22| = 57 Тогда ника 


ких проблем с уравнением х? = 5 у нас 


не будет, мы сможем написать, что х = 7%, 


х: = 


Но тут нас ждёт неприятный сюрприз. Оказывается, нет такой 


дроби я. дла которой выполняется равенство (2 


Докажем это. 
Предположим, что имеется такая несократимая дробь №’, для ко- 


=] = 5. Тогда 2х = 5, т. е, т = 52, 


торой выполняется равенство 


Последнее равенство означает, что натуральное число т? делится без 
остатка на 5 (в частном получится л'). Следовательно, число т? окан- 
чивается либо цифрой 5, либо цифрой 0. Но тогда и натуральное 
число т оканчивается либо цифрой 5, либо цифрой 0, т. е. число т 
делится на 5 без остатка. Иными словами, если число т разделить 


сти 


на 5, то в частном получится какое-то натуральное число №. Это зна- 
чит, что т = 5% 
А теперь смотрите: 


т? = 5и?; т = 5%. 
Подставим 5й вместо т в первое равенство: 
(5)? = бя?, т. е. 25 = 52, или п? = 549. 


Последнее равенство означает, что число л? делится на 5 без остат- 
ка. Рассуждая как и выше, приходим к выводу о том, что и число п 
делится на 5 без остатка. 


Итак, т делится на 5, п делится на 5, значит, дробь 2. можно со- 
кратить (на 5). Но ведь мы предполагали, что дробь т. — несократимая. 


В чём же дело? Почему, правильно рассуждая, мы пришли к абсурду, 
или, как чаще говорят математики, лолучили противоречие? Да потому, 
что неверной была исходная посылка, будто бы существует такая 


несократимая дробь Т, для которой выполняется равенство [=] =5. 


Отсюда делаем вывод: такой дроби нет. 
Метод доказательства, который мы применили только что, на- 
зывают в математике методом доказательства от противного. Суть 
5] метода состоит в следующем. Нам нужно доказать некоторое утверж- 
дение, а мы предполагаем, что оно не выполняется 
метод (математики говорят: «предположим противное» — не в 
доказательства смысле «неприятное», а в смысле «противоположное 
от противного тому, что требуется доказать»). Если в результате пра- 
ильных рассуждений приходим к противоречию с усло" 
вием, то делаем вывод: наше предположение неверно, значит, верно 

то, что требовалось доказать. 


Итак, располагая только рациональ" 
ными числами (а других чисел мы с 
пами пока пе знаем), уравнение х = 5 мы 
решить но сможем. Встретиншись апер" 
вые с подобной ситуацией, математики 
поняли, что надо придумать способ её 
описания на математическом языке. Они 
ввели в рассмотрение новый символ / и 
с его помощью корни уравнения х? = 5 
записали так: х, = 5 (читают: «корень 
квадратный из пяти»), ху = –/5. Теперь 
для любого уравнения вида х? = а, где 
а > 0, можно записать корни: ху = уа, 
х, = -Уа (рис, 6). 


ТАВА 2 ФУНКЦИЯ у = Л. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


Ещё раз подчеркнём, что число 5 не целое и не дробь, т. е. \5 — 
не рациональное число, это число новой природы, о таких числах мы 
поговорим позднее, в $ 10. 

Пока лишь отметим, что новое число {5 находится между числами 
2 и 3, поскольку 27 = 4, а это меньше, чем 5; 3* = 9, а это больше, чем 
5. Можно уточнить: 

2,2 < 45 < 243. 
В самом деле, 2,27 = 4,84 < 5, а 2,8" = 5,29 > 5. Можно ещё уточнить: 
2,23 < № < 2,24; 
действительно, 2,23* = 4,9729 < 5, а 2,24? = 5,0176 > 5. 

На практике обычно полагают, что число /5 ранио 2,23 или оно 
равно 2,24, только это не обычное равенство, а приближённое равен 
ство, для обозначения которого используют символ =. 

Итак, 

35 = 2,23 или \ = 2,24. 


Обсуждая решение уравнения х? = а, мы столкнулись с довольно ти- 
пичным для математики положением дел. Попадая в нестандартную, 
нештатную (как любят выражаться космонавты) ситуацию и не на 
ходя выхода из неё с помощью известных средств, математики при- 
думывают для впервые истретившейся им математической модели 
новый термин и новое обозначение (новый символ); иными словами, 
они вводят новое понятие, а затем изучают свойства этого понятия. 
Тем самым новое понятие и его обозначение становятся достоянием 
математического языка. Мы действовали так же: ввели термин «корень 
квадратный из числа а», ввели символ а для его обозначения, а чуть 
позднее (в $ 13) изучим свойства нового понятия. Пока мы знаем лишь 
одно: если а > 0, то уа — положительное число, удовлетворяющее 
уравнению х? = а. Иными словами, үа — это такое положительное 
число, при возведении которого в квадрат получается число а. 

Поскольку уравнение х? = 0 имеет корень х = 0, условились счи- 
тать, что №0 = 0. 

Теперь мы готовы дать строгое определение. 


неотрицательное число, квадрат которого равен а. Это число обозна- 


чают уа, число а при этом называют нодкоренным числом. 


Итак, если а — неотрицательное число, то: 


уҹа > 


Если а < 0, то уравнение х? = а ие имеет корней, говорить в этом 
случае о квадратном корне из числа а не имеет смысла. Таким обра- 
зом, выражение {в имеет смысл лишь при а > 0. 

Говорят, что Ма = и 2 = а — одна и та же матема: 


квадратный тическая модель (одна и та же зависимость между неот- 
корень рицательными числами а и 6), но только вторая записана 
подкоренное на более простом языке, чем первая (использованы более 


простые символы). 
Операцию нахождения квадратного корня из неотри- 


‘извлечение 
одре шательного числа называют извлечением квадратного 


кория. Эта операция является обратной по отношению 
к возведению в квадрат. Сравните: 


Ещё раз обратите внимание: в таблице фигурируют только по- 
ложительные числа, поскольку это оговорено в определении квад" 
ратного корня. И хотя, например, (-5)° = 25 — верное равенство, 
перейти от него к записи с использованием квадратного корня (т. е. на- 
писать, что /25 = -5) нельзя. По определению 425 — положитель- 
ное число, значит, /25 = 5 (а не —5). 

Иногда говорят не «квадратный корень 
квадратный корень». Термин «арифметически; 
краткости. 


а «арифметический 
мы опускаем для 


а) 49 = Т, поскольку 7 > 0и 7° = 49. 

5) {0,25 = 0,5, так как 0,5 > Он 0,52 = 0,25. 

в) № -0. 

г) В отличие от предыдущих примеров мы не можем указать 
точное значение числа `ЛТ. Ясно лишь, что оно больше, чем 4, но 
мепьше, чем 5, поскольку 4? = 16 (это меньше, чем 17), а 5? = 25 (это 
больше, чем 17). 

Впрочем, приближённое значение числа 417 можно найти с по- 


мощью микрокалькулятора, который содержит операцию иавлечо- 
ния квадратного корня; это значение равно 4,123. 

Число ИТ, как и рассмотренное выше число /5, ие является ра- 
циональным. 

д) Вычислить {24 нельзя, поскольку квадратный корень из от- 
рицательного числа не существует; запись \-4 лишена смысла, 
Предложенное задание некорректно. 

е) 4961 = 31, так как 31 > 0 и 21° = 961. В подобных случаях 
приходится использовать таблицу квадратов натуральных чисел или 
микрокалькулятор. 

ж) 45625 = 75, поскольку 75 > 0 и 75° = 5625, 


В простейших случаях значение квадратного корня вычисляется. 
сразу: Л =1, М =2, Мб =4, 40,01 = Ол ит. д. В более сложных 
‘случаях приходится использовать таблицу квадратов чисел или про- 
водить вычисления с помощью микрокалькулятора. А как быть, если 
под рукой нет ни таблицы, ни калькулятора? Ответим на этот вопрос, 
решив следующий пример. 


Т ЭТАП. Нетрудно догадаться, что в ответе получится 50 с 
«хвостиком». В самом деле, 50' = 2500, а 60? = 3600, число 
же 2809 находится между числами 2500 и 3600. 

П ЭТАП. Найдём «хвостик», т. е. последнюю цифру искомо- 
то числа. Пока мы знаем, что если корень извлекается, то в ответе 
может получиться 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58 или 59. Проверить 
надо только два числа, 53 и 57, поскольку только они при возведении. 


в квадрат дадут в результате четырёхзначное число, оканчивающееся 
цифрой 9, т. е. той же цифрой, которой оканчивается число 2809. 

Имеем 53? = 2809 — это то, что нам нужно (нам повезло, мы сразу 
попали в яблочко). Значит, {2809 = 53. 


42800 = 53. 


Катеты прямоугольного треугольника рав- 
ны 1 см и 2 см. Чему равна гипотенуза 
1 треугольника (рис, 7)? 


Рие. 7 2 


Совсем скоро на уроках геометрии вы узнаете о знаменитой 
теореме Пифагора, которая заключается в том, что сумма 
квадратов длин катетов прямоугольного треугольника равна квадра- 
ту длины его гипотенузы, т. е. а + Б = сї, где а, В — катеты, е — 
гипотенуза прямоугольного треугольника. Значит, 
с 


ДЕР. вас ПЕ = В 
шисттинни 5 


р 


Этот пример показывает, что введение квадратных корней — не 
прихоть математиков, а объективная необходимость: в реальной жиз’ 
ии встречаются ситуации, математические модели которых содержат 
операцию извлечения квадратного корня. Пожалуй, самая важная из 
таких ситуаций связана с решением квадратных уравнений, До сих 
пор, встречаясь е квадратным уравнением ах? + 6х + е = 0, мы либо 
раскладывали левую часть на множители (что получалось далеко не 
всегда), либо использовали графические методы (что тоже не очень 
надежно, хотя и красиво). На самом деле для отыскания корней ху и 
х; квадратного уравнения ах? + 6х + с = 0 п математике используются 
Формулы 


ЕСТ 20у аас 
= = ЯЫ = (их мы выведем позднее), 


содержащие, как видно, знак квадратного корня. Эти формулы при- 
меняются на практике следующим образом. Пусть, например, надо 
решить уравнение 2х? + 5х – 7 = 0. Здесь а = 2,5 = 5, с = -Т. 


ТИАВА Функция у = Л СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО. 


Следовательно, 6? — 4ас = 57 – 4-2. (-7) = 81; 5 - Зас = [81 = 9. 


Значит, 


Подобно тому как выше мы определили понятие квадратного кор- 
ня, можно определить и понятие кубического корни: кубичееким 


корнем из неотрицательного числа а называют такое неотрицательное 
число, куб которого равен а. Иными словами, равенство Уа = В озна- 
чает, что 0? = а. 

Например, 27 = 3, так как 3* = 27; У64 = 4, так как 42 = 64; 
00,001 = 0.1, так ках 0,1" = 0,001. 


Более того, в математике введено понятие корня л-й степени 
(п = 2, 3, 4, ..) из неотрицательного числа: если а > 0, то запись 


Ха = Ь означает, что В > 0 м 5" = а. Например, {81 = 3, так как 


3>0и3* - 81; {32 = 2, так как 2 > 0и 2' 32. Опираясь на понятие 
корня п-й степени, математики ввели понятие степени с дробным 


ит є 2, топод а" понимают 


показателем: если а > 0, п = 2, 3, 4, 

П і А 

а", Например, 49° = 449 = 7; 27° = УТ: = {27 = 3; 16* = 16! = 
г 


= 0019 „01 = 8; 1000 * = 10003 = 1072 = 0,01. Всё это мы будем 
изучать в курсе алгебры 11-го класса. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что называют квадратным корнем из неотрицательного 
числа? 

При каких значепиях а выражение уа имеет смыел? 

Известно, что 7? = 49. Означает ли это, что \/49 = 7? 


Известно, что (-11)? = 121. Означает ли это, что У121 = -117 


Обь [25 _ 15. 

ените, почему верно равенство (225 = 15. 
Как вы понимаете, в чём заключается суть метода доказа" 
тельства от противного? 
Сформулируйте определение кубического кория из пеотри- 
пательпого числа. 


я пе РЬн 


‘иррациональное. 


Мы уже неоднократно отмечали, что не все числа, с которыми при- 
ходится встречаться в реальной жизни, являются рациональными. 
Так, не является рациональным числом длина гипотенузы прямо- 
угольного треугольника с катетами 1 см и 2 см. Как мы видели в $ 9 
(см, пример 3}, она равна {/5 см, а \/5 — не рациональное число. Кор- 
ми уравнения х? = 7 также не являются рациональными числами — 
это числа \/7 и —/Т. Что же это за числа, которые не являются ра- 
пнопальными? 

Прежде всего заметим, что в математике ме принято говорить 
«нерациональное число», обычно используют термин иррациональное 
число. Термины «рациональное число», «иррациональное число» про- 
исходят от латинского слова ғаѓіо — «разум» (буквальный перевод: 
«рациональное число — разумное число», «иррациональное число — 
неразумное число»; впрочем, так говорят и в реальной жизни: «он 
поступил рационально» — это значит, что он поступил разумно; «так 
действовать нерационально» — т. е. так действовать неразумно). 

Рассмотрим уже известное нам иррациональное число /5. В $9 
мы отмечали, что оно заключено между числами 2 и 3; если точнее, 
то между числами 2,2 и 2,3; если ещё точнее, то между числами 2,23 
и 2,24. Можно продолжить уточнения оценок числа \[5 и опреде" 
лить границы для третьего десятичного знака после запятой. Имеем 
2,236? = 4,999696, что меньше 5; 2,237? = 5,004167, что больше 5. 
Итак, 2,236 < (Б < 2,237. 

Точно так же можно определить границы для четвёртого знака 
после запятой, для пятого знака и т. д. Ясно, что выполняется при" 
ближённое равенство ‚|5 = 2,236. Если же считать, что для числа \/5 
выписаны все последующие десятичные знаки, то можно воспользо- 
ваться записью /5 = 2,236... . Это — бесконечная десятичная дробь. 
В предыдущем параграфе мы уже встречались с бесконечными деся- 
тичными дробями, но все они были периодическими и выражали 
рациональные числа. Иррациональное число \/5 выражается беско- 
нечной десятичной непериодической дробью. 

Вообще иррациональным числом называют бесконечную деся- 
тичную непериодическую дробь. Например, можно докалать, что 

если натуральное число л не ивляется точным квадра" 
том, т.е. пи", где КЕ №, то ул — иррациональное 
число. 


ТАВА 2 ФУНКЦИЯ у = Л. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


Иррациональные числа встречаются 
не только при извлечении квадратного 
корня, но и во многих других случаях, 
в чём вы не раз убедитесь в старших 

сах. 

Пока приведём только один при- 
мер. Если длину любой окружности 
разделить на её диаметр, то в част 
ном получится иррациональное число 
3,141592... . Для этого числа в матема- 
тике введено специальное обозначение 
= (буква греческого алфавита «пи»; 
версия происхождения этого обозна 
чения такова: с буквы л начинается 
греческое слово периферия — окруж- 
ность). Иррациональность числа п была 
доказана в 1766 г. немецким математи" 
ком И. Ламбертом. 


Иоганн Генрих Ламберт (1728—1777). 
немецкий математик, физик, философ. 
Один из основателей неевклидовой гсомет- 
рин (в математике), фотометрии (в физи- 


Любая арифметическая операция 
над рациональными числами приводит 
в результате к рациональному числу. 
Это и понятно, ведь сумма (разность, 


ке), теории систем (в философии). произведение, частное) обыкновенных 
дробей есть обыкновенная дробь (всё 
логично, ведь рациональные числа — «разумные» числа). А как 
обстоит дело с иррациональными числами? Оказывается, ничего 
определённого сказать нельзя (что тоже логично, ведь иррациональ- 


ные чиела — «неразумиые» числа). Смотрите: {5 — иррациональ- 


ное число, а {5 - {5 = 5 — рациональное число, т, е. пронзведенне 
двух кррациювалькых числ окевалонь рациональным «колом; (5 


Л 


(и $14 мы докажем, что /5 · УЗ = 415), — тоже иррациональное чис- 
ло. То же относится к сложению, вычитанию, делению иррацио- 
нальных чисел: в ответе может получиться как рациональное, так 
и иррациональное число. 

А что получится, если в операции участвуют одно рациональ 
ное число и одно иррациональное число, какое «пересилит»? Ока- 
зывается, «пересилит» иррациональное число. Рассмотрим такой 


и {б — пррациовальные числа, м их произведение, т. 


пример: дано рациональное число З и иррациональное число \/2; 
составим их сумму 3 + \/2. Предположим, что это — рациональное 


число г, т. е. 3 + {2 = ғ. Тогда 2 = г- 3, аг- 3 — рациональное 
число (как разность двух рациональных чисел). Получается, что 


М2 — рациональное число, а это неверно, ведь мы знаем, что это 
число — иррациональное. Получили противоречие, значит, сделаи- 
пое мами предположение неверно, т. е. 3 + \/2 — иррациональное 
число. Аналогично можно доказать, что 3 ~ |2 — иррациональное 


число. А вот сумма иррациональных чисел 3 + /2 и З ~ /2 равна 6, 
т.е. является рациональным числом. 
Итак, можно сделать следующие выводы. 

* Любая прифметическая операция над рациональными числами 
(кроме деления на 0) приводит в результате к рациональному 
числу. 

* Арифметическая операция над иррациональными числами мо- 
жет привести в результате как к рациональному, так и к ир- 
рациональному числу. 

• Если в арифметической операции участвуют рациональное и ир- 
рациональное числа, то в результате получится иррациональное 
число (кроме умножения на 0 
Поскольку операция извлечения квадратного корня из положи- 

тельного числа часто приводит к иррациональным числам, условились 

алгебраическое выражение, в котором присутствует операция извле- 
чения квадратного корня из переменной, называть иррациональным 
выражением. 


Вопросы для самопроверки 


1. Какие числа называют рациональными? 

2. Какие числа называют иррациональными? 

3. Приведите три примера рациональных чисел и три приме- 
ра иррациональных чисел. 

4, Сколько рациональных чисел можно расположить между 
числами 1,2 и 1,3? 

5. Приведите пример иррационального числа, расположено" 
го между числами 1,2 и 1,3. 

6. Пусть число а ғ 0 — рациональное, а число (3 — иррациональ- 
ное. Какое число — рациональное или иррациональное — по- 
лучится, если над данными числами выполнить прифметиче- 
скую операцию (сложение, вычитание, умножение, деление)? 

т. Пусть а и В — иррациональные числа. Может ли их сумма 
быть рациональным числом? Если да, то приведите пример. 

8. Пусть а и В — иррациональные числа. Может ли их раз" 
ность быть рациональным числом? Если да, то приведите 
пример. 

9. Пусть а и В — иррациональные числа. Может ли их произ- 
ведение быть рациональным числом? Если да, то приведите 
пример. 


ТАВА 2 ФУНКЦИЯ у = Л СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


10. Пусть а и В — иррациональные числа. Может ли их част- 
ное быть рациональным числом? Если да, то приведите 
пример. 


Если множество рациональных чисол дополнить множеством ирра- 
циональных чисел, то вместе они составят множество действитель- 
вых чисел. Множество действительных чисел обычно 


множество обозначают буквой К: используют также символическую 
действительных запись (-90; +56) или (90; 55). 
чисел Множество действительных чисел можно описать 


так: это множество конечных и бесконечных десятич- 
ных дробей; конечные десятичные дроби и бесконечные десятичные 
периодические дроби — рациональные числа, а бесконечные десятич- 
ные непериодические дроби — иррациональные числа. 

Каждое действительное число можно изобразить точкой на коор- 
динатной прямой. Верно и обратное: каждая точка координатной 
прямой имеет действительную координату. Покажем (схематически), 
как определяют координату точки. 

Пусть на отрезке [0; 1] координатной прямой находится инте- 
ресующая нас точка М(х). Разделим отрезок на 10 равных частей, на 
зовём их сегментами первого ранга (рис. 8). Пересчёт этих сегментов 
слева направо начинаем с нуля: А», Аз, ..., Аз (А — прописная буква 
греческого алфавита дельта). Предположим, что М © Ан. Это значит, 
что х = 0,4... Разделим отрезок А на 10 равных частей — это сег 
менты второго ранга, обозначим их Аш» Аа, --., Ач». Предположим, 
что М Є Лац. Это значит, что х = 0,40... Так постепенно находятся 
последовательные знаки бесконечной десятичной дроби, служащей 
координатой точки М. 

А как будет обстоять дело с координатой точки, служащей кон" 
цом какого-либо сегмента? Пусть х = 0,73. Это — координата обще- 
го конца сегментов второго ранга Аг: и Ата (см. рис. 8), сегментов 
третьего ранга Ат» И Ат, сегментов четвёртого ранга Атау и Агню и 
т. д. Следовательно, 0,7209) = 0.7300), что мы уже установили другим 
способом в конце $ 8. 

Математики обычно говорят так: между множеством  действи- 
тельных чисел и множеством точек координатной прямой установ- 


И ист 


лено взаимно однозначное соответствие. Координатная прямая есть 
теометрическая модель множества действительных чисел; по этой 
причине для координатной прямой часто используют тер 


пони мин числовая прямая. 
‘однозначное Вдумайтесь в этот термин: не кажется ли он вам про- 
‘соответствие тивоестественным? Ведь число — объект алгебры, а пря 

мая — объект геометрии. Нет ли тут «смешения жиров»? 
“Ҹисловая прямая Нет, всё логично, всё продумано. Этот термин в очередной 


раз подчёркивает единство различных областей математи- 
ки, даёт возможность отождествления понятий «действительное число» 
и «точка на координатной (числовой) прямой». 


Рие. 8 модса 073 


Обратите внимание: координатной прямой вы пользовались на 
чиная с 5-го класса, Но, оказывается, в ваших знаниях был вполне 
оправданный пробел: не для любой точки координатной прямой вы 
сумели бы найти координату — просто учитель оберегал вас от такой 
неприятности. 

Рассмотрим пример. Дана координат" 
ная прямая, на её единичном отрезке, 
как на катете, построен прямоугольный 
треугольник, второй катет которого равен 
2 (рис. 9). Гипотенуза ОВ треугольника 
отложена на координатной прямой от точ- 
ки О вправо, получилась точка Р. Чему 
равна координата точки 0? Она равна длине гипотенузы треуголь- 

ика, т. е. ү. Это число, как мы теперь знаем, не целое и ие дробь. 
Значит, ни в 5-м, ни в 6-м, ни в 7-м классе координату точки О вы 
бы найти не смогли. Потому мы до сих пор м говорили •координатная 
прямая», а ве «числовая прямая», 

Заметим, что был ещё один оправданный пробел в ваших знани- 
ях по алгебре. Рассматривая выражения с переменными, мы всегда 
подразумевали, что переменные могут принимать любые допустимые 
значения, но только рациональные, ведь других-то не было. На самом 
деле переменные могут принимать любые допустимые действитель 
ные значения. Например, в тождестве 


ба + 0а уа 
в роли а и Б могут выступать любые числа, не обязательно рацио- 


нальные, 
Для действительных чисел а, $, с выполняются привычные законы: 


а+Ь-Ь+а; 
аһ = а; 


Рис. 9 


—Г Е т ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у = 5. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ ыы 


афа с) (а +0) + 
ас) = (ау; 
ба + е = ас + жит. д. 
Выполняются и привычные правила: 
произведение (частное) двух положительных чисел — положи- 
тельное число; 
произведение (частное) двух отрицательных чисел — положитель 
ное число; 
произведение (частное) положительного и отрицательного числа — 
отрицательное число. 


Действительные числа можно сравнивать друг е другом, используя 
следующее определение. 


Говорят, что действительное число а больше (меньше) действитель- 
ного числа Б, если их разность а ~ Б — положительное (отрицатель- 
ное) число. Пишут а > В (а < Б). 


Из этого определения следует, что всякое положительное число а 
больше нуля (поскольку разность а — 0 = а — положительное число), 
а всякое отрицательное число Ь меньше нуля (поскольку разность 
Ь – 0 = Б — отрицательное число). 
Итак, а > 0 означает, что а — положительное число; 
а < 0 означает, что а — отрицательное число; 
а > Ь означает, что а – Б — положительное число, 
1.6. а-6>0; 
а < означает, что а 
т. а-5<0. 
Наряду со знаками строгих неравенств (<, >) используют знаки 
нестрогих неравенств: 
а > 0 означает, что а больше или равно 0, т. е. а — неотри 
цательное число (положительное или 0), или что а не меньше 0; 
а < 0 означает, что а меньше или равно 0, т. е. а — неполо: 
жительное число (отрицательное или 0). или что а не больше 0; 
а 2 означает, что а больше или равно Б, т. е. а — в — неотри- 
цатольное число, или что а не меньше 5; а-5> 
а < Ь означает, что а меньше или равно Б, т. 
жительное число, или что а не больше 6; а - Б < 0. 
Например, для любого числа а верно неравенство а? > 0; для любых 
чисел а и В верно неравенство (а — 0)? > 0, 


Ь — отрицательное число, 


Впрочем, для сравнения действительных чисел необязательно 
каждый раз составлять их разность и выяснять, положительна она 
или отрицательна. Можно сделать соответствующий вывод, сравнивая 
записи чисел в виде десятичных дробей. 

Геометрическая модель множества действительных чисел де- 
лает особенно наглядной операцию сравнения чисел: из двух чз 
сел а, Ь больше то, которое располагается на числовой прямой 


Таким образом, к сравнению действительных чисел можно под- 
ходить достаточно гибко, что мы и используем в следующем при- 
мере. 


ПРИМЕР 1 
Сравнить числа: 
928 ву =3,7 и №: 


6)2+/5 н; ғ 5 н 7. 


а) Имеем 22 45 2 > 0; значит, 22 > 4, 


Решение 


6) Имеем 2 + 5 =2 + 2,236... = 4.236... < 5; таким образом, 
2+4 <5. 

в) -3.1 — отрицательное чиело, М2 — 
бое отрицательное число меньше любого 
довательно, -3,7 < (2. 

ту 5 = -2,23...; -\ =-2,64.... Точка 2,64... располагается на 
числовой прямой левее точки —2,23..., значит, 5 > УТ. 


число. Лю- 
числа, сле- 


Расположить в порядке возрастания числа: 


\, 48, -2, $. МТ. к. 


Воспользуемся тем, что {2 = 1,41, 8 = 1,13, л = 3,14, 
Ф = 157, а МТ = 4.12. Теперь ясно, что заданные числа 


расположатся в порядке возрастания следующим образом: -2, -/8, 
УВ, $, =. Ат. 
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Вопросы для самопроверки 


1. Что такое множество действительных чисел? Как оно обо- 
значается? 

2. Что является геометрической моделью множества действи- 
тельных чисел? 

3. Что такое числовая прямая? 

4. Какие законы выполняются для действительных чисел а, Б 
и с? Сформулируйте эти законы и запишите их на матема 
тическом языке. 

5. Какое иа двух чисел 1,4 и \2 расположено левее на число, 
вой прямо! 


В предыдущем параграфе мы отмечали, что над действительными 
числами производятся разные арифметические операции, при этом 
‘используются свойства операций. Знание этих свойств помогало 
нам выполнять преобразования алгебраических выражений, решать 
уравнения. Числовые неравенства также обладают рядом свойств. 
Знание этих свойств поможет нам в дальнейшем решать неравенства, 
будет полезно и для исследования функций. Числовые неравенства 
понадобятся нам, например, для определения наибольших и наи- 
меныпих значений функций, нахождения участков возрастания и 
убывания. что без знания свойств числовых неравенств нам пе 
обойтись. Да вы и сами уже могли убедиться в необходимости уме 
ния работать с неравенствами. Так, в $ 10 мы пользовались оценка- 
ми для числа 45 (2 < 5 < 3; 2,2 < {5 < 2,3 ит. д.), где факти- 
чески опирались (хотя и интуитивно) на свойства числовых нара 
пенсть. 

Изучением свойств числовых неравенств мы займёмея в данном 
параграфе. 


СВОЙСТВО 1 
Еедиа > Биь> с,тоа> с. 


По условию а > В, т. е. а ~ Ь — положительное число. 
Аналогично, так как В > с, делаем вывод, что 6-е — 
положительное число. 

Сложив положительные числа а — Би В - с, получим положитель- 
ное число. Имеем (а — Б) + (6 - е) = а - с. Следовательно, а – е — 
положительное число, т. е. а > с, что и требовалось доказать. 


Свойство 1 можно обосновать, используя геометрическую модель 


множества действительных чисел — числовую прямую. Неравенство 
а > В означает, что па числовой прямой точка а расположена правее 
—— точки Б, а неравенство 5 > с означает, что точка В распо 


Ч ложена правее точки с (рис. 10). Но тогда точка а 
расположена на прямой правес точки с, т. е. а > с. 
Свойство 1 обычно называют свойством транзитивности 
(образно говоря, от пункта а мы добираемся до пункта е как бы 
—— 5 транзитом, © промежуточной остановкой 
Рис. 10 ‹ ь Я в пункте Б). 


СВОЙСТВО 2 
Еслиа > Ь, тоа + е>Ь+ е. 


СВОЙСТВО 3 


Еслиа > Вит > 0, тоат > ть: 
если а > Бит < 0, то ат < 5т. 


Смысл свойства З заключается в следующем: 


Правило 1 Если обе части неравенства умножить на одно и то же 
положительное число, то знак неравенства следует сохра- 
нить, 


Правило 2 Если обе части неравенства умножить на одно и то же 
отрицательное чиело, то знак неравенства следует изме- 
мить (< ма >, > ма <). 


То же относится к делению обеих частей неравенства на одно 
и то же положительное или отрицательное число т, так ках деление 


а т можно заменить умножением на 2. 


Из свойства 3, в частности, следует, что, умножив обе части 
неравенстви а > Б на —1, получим —а < -в. Это значит, что если из- 
менить знаки у обеих частей неравенства, то надо изменить и 
знак неравенства. 


— 56 Р ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у = 5. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ ы 
СВОЙСТВО 4 
Еслна > Ьне> 4, тоа+е>5+ 4. 


Так как а > В, то, согласно свойству 2, а + с> + с. Ана- 
логично, так как с > 4, ос+ > 0 + 0. 


Итак, а+е> 6+ е, 6 +е > Ь + 4. Тогда в силу свойства 
транзитивности получаем. что а + с > Ь + 4. 


СВОЙСТВО 5 
Если а, Ь, с, й — положительные числа на > Ь, с> 4, тоас> 5. 


БҮТҮСЧЕГГИ так кака > Вис > 0, то ос > вс. Аналогично, так как 
е>Чиь > 0, то с > Ф. 
Итак, ас > Бе, Бе > 4. Тогда, согласно свойству транзитивности, 
получаем, что ас > Б. 


Обычно неравенства вида а > Ь, е > 4 (или а < В, е < 4) 
называют неравенствами одинакового смысла, а неравенства а > Б 
и с < Ш неравенствами противоположного смысла. Свойство 5 
означает, что при умножении неравенств одинакового смысла, у 
которых левые и правые части — положительные числа, полу- 
чится неравенство того же смысла. 


СВОЙСТВО 6 


Если а и — неотрицательные числа и а > В, то а" > 5", тдеп — лю- 
бое натуральное число. 


Смысл свойства 6 заключается в следующем: 
Правило 3 Если обе части неравенства — неотрицательные 
ла, то их можно возвести в одну и ту же натуральную сте- 
пень, сохранив знак неравенства, 


Дополнение к свойству 6. Если п — нечётное число, то для любых 
чисел а и В из неравенства а > Б следует неравенство того же смысла 
а>. 

Вы обратили внимание на то, что в приведенных доказательствах 
мы, по сути дела, пользовались всего двумя идеями? Первая идея 
составить разность левой и правой частей неравенства и выяснить, 
какое число получится — положительное или отрицательное. Вторая 
идея — для доказательства нового свойства использовать уже извест- 
ные свойства. Так поступают и в других случаях доказательств число- 


вых неравенств; например, так можно доказать те из перечисленных 
выше свойств, которые мы здесь привели без доказательства (совету- 
ем вам в качестве упражнения попробовать восполнить этот пробел). 


Пусть а и Ь — положительные числа и а > В. Доказать, что 1 < 


По условию а, Ь. а = Б — положительные числа. Следовательно, 
552 — отрицательное число, т. е. 2 - 1 < 0, откуда следует, что 
1 
і} 


Свойства числовых неравенств позволяют сравнивать действи- 
тельные числа по величине, оценивать результат. 


ПРИМЕР 2 


Сравпить числа: 
ал+ Лби4+ МЕ 0 43 + Физ. 


п) Применим к двум неравеиствам одинакового смысла Я = 4 

и (10 < М1 свойство 40 сложении; получим. 
х+ Мб <4+ МТ. 

6) Здесь \8 < 2,а \ > 45, так что воспользоваться свойством 4 

ио удается. Сделаем так: введём обозначения а = 3 + 6,5 =2+ 5 


и предположим (наугад), что а > Ь, т. е. что 13 + № > 2 + №. 
Числаа и Б . поэтому по свойству 6 из а > В следует 


а> Вт. в. 
(вв > (2.48): 
3+2/8 +6>4+445 +5; 
ө +218 >09 + 4/5. 


Решение 


Ва = - ТЛАВА 2. ФУНКЦИЯ СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ и 


По свойству 2 к обеим частям последнего неравенства мож- 
но прибавить число -9, затем по свойству З разделить обе части 
неравенства на одно и то же положительное число 2 и, наконец, сно- 
ва возвести в квадрат обе части неравенства: 

2/8 > 45; 

м8 > 246: 


18 > 20. 


Но на самом деле 18 < 20. Выполния сделанные преобразования в 
обратном порядке, получаем: 
18 < 20; 


УВ < 245; 
ө +2418 =0 +445; 
(48.46) < (2.48) 
№ + № =2+ (5. 


Известно, что 2,1 < а < 2,2; 


.7 < Ь < 3,8. Оценить значение выра- 


а) ва+ы да 

5-3; а-ы 01. 

а) Умножив все части двойного неравенства 2,1 < а < 2,2 на 
одно и то же положительное число 2, получим: 

2.21 <2а<2- 2.2.1.6. 4,2 < 20 < 44. 


6) Умножив все части двойного неравенства 3,7 < Ь < 3,8 на 
одно и то же отрицательное число -3, получим неравенство про- 
тивоположи : 


-3.3,8, т.е. -И4 < -85 <-ИЛ 
> е мы перешли к более употребительной 


д) Поскольку все части двойного неравенства 2,1 < а < 2,2 
положительны, возведя их в квадрат, получим: 
2.12 < а: < 2.21, 
4,41 < а? < 4.84. 
е) В примере 1 мы установили, что если а и Б — положительные 
числа, то из неравенства а < Ь следует неравенство противополож- 


Вопросы для самопроверки 
Сформулируйте свойства числовых неравенств и запишите 
и Б > с, то какое из утверждений верно: 


Если а > В, то какое из утверждений верно: 
аја+с<Ь+с бафе>ь+с; вате Вже? 
ит > 0, то какое из утверждений верно: 
буат > Ьт; в) ат =Ьт? 
т < 0, то какое из утверждений верно: 
бат > т; в) ат = т? 


а)а+е<ь+ 
Если а, Ь, с, 4 — положительные числа и а > Бис > а, то 
какое из утверждений верно: 

а) ас < Ы; бас > Ыі; в) ас = 5? 

8. Еслна> 0,62 0, пе М, а >Ь, то какое из утверждений 
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ока 


б) а" > Б в) а" = 72 


г Е ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у = / СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРН! Ена 


В 7-м классе мы изучали функции у = С, у = х, у= Ах + т, у= ай, 
у = -х? и пришли в итоге к выводу о том, что уравнение © двумя 
переменными вида у = /(х) удобно для того, чтобы, задан конкрет- 
ное змачение независимой переменной х (аргумента), вычислить со- 
ответствующее значение зависимой переменной у. Например, если 
дана функция у = х?, т. е. х) = хї, то при х = 1 получаем у = 12 = 1; 
короче это записывают так: А1) = 1. При х = 2 получаем: /(2) = 22 = 4, 
теу т 4; при х = -8 получаем /(-8) = (-3) = 9, т.е. у= 9, 
ит. д. 

Уже в 7-м классе мы с вами начали понимать, что в записи 
у = (х) правая часть не исчерпывается перечисленными выше 
пятью случаями (С, Ах, Ёх + т, х°, -х*). Так, например, нам уже 
встречались кусочные функции, т. е. функции, заданные разными 
формулами на разных промежутках. Вот одна из таких функций: 
у = Гб), где 


до [66 | 


2х, если х > 0. 


ё 


Как строить графики таких функций? Сначала надо построить 
параболу у = х? и взять её часть при х < 0 (левая ветвь параболы, 
рис. 11), затем надо построить прямую у = 2х и взять её часть при 
х > 0 (рис. 12). И наконец, надо обе выделенные части объединить 


Рис. 1 


Рие. 13 


одном рисунке, т. е. построить 
одной координатной плоскости 
(рис. 18). 

Теперь наша задача состоит в сле- 
дующем: пополнить запас изучен- 
ных функций. В реальной жизни 
встречаются процессы, описываемые 
различными математическими моде- 
‘лями вида у = /(х), не только теми, 
что мы перечислили выше. В этом 


параграфе мы рассмотрим функцию 
у= үк. 

Для построения графика функции 
у = {Е дадим, как обычно, независи- 
мой переменной х несколько конкретных значений (неотрицатель- 


вых, поскольку при х < 0 выражение {/х не имеет смысла) и вы- 
числим соответствующие значения зависимой переменной у. Разуме- 
ется, мы будем давать х такие значения, для которых известно точ- 


если х = 6.25, тоу= 46,25 =2, 


осли х= 9, тоу = Ш =3. 
Итак, мы составили таблицу значений функции: 


Построим найденные точки (0; 0), (1; 1), (4; 2), (6,25; 2,5), (9; 3) 
на координатной плоскости (рис. 14, Они располагаются на не 
которой линии, начертим её (рис. 14, 6). Получили график функ- 
ции у = ух. Обратите внимание: график касается оси у в точко 
(0; 0). Заметим, что, имея шаблон параболы у = х?, можно без тру- 
да с его помощью построить график функции у = /х, ведь это — 
ветвь той зе парабокы, толь орион пе зөсрл, а идрар 
(и). 


ё 


асва калики 


рис. 14 


1. Область определения функции — луч [0; +09). 
Обычно область определения функции у = /х) обозначают Р(/) 
(вероятно, это обозначение происходит от латинского Чей! — 
определение). Если область определения функции у = /(х), где Й(х) — 
алгебраическое выражение, в условии не указана, то подразумевают 
естественную область определения, т. е. множество всех зпаче- 
ний х, при которых выражение /(х) имет смысл. Именно так и 06- 
стоит дело в рассматриваемом случае: 0(/) = [0; +5). 
2. у = Опри х = 0; у > Опри х > 0. 
Функция возрастает на луче [0; +9). 
Напомним, что в курсе алгебры 7-го класса мы договорились назы- 
вать функцию, график которой на рассматриваемом промежутке идёт 
5] слева направо как бы «в горку», возрастающей, а функцию, график 


рассматриваемом промежутке идёт слева направо как бы 
«под горку», убывающей. Более точно можно сказать так: 
функцию у = /(х) называют возрастающей на промежутке 
Х, если на этом промежутке большему значению аргумен" 
та соответствует большее значение функции; функцию 
у = Кх) называют убывающей на промежутке Х, если па 
этом промежутке большему значению аргумента соответ 
ствует меньшее значение функции. 

То, что сказано выше, — это, условно говоря, наглядно-инту- 
итивное и рабочее представление о возрастании или убыпании функции. 
Дадим точное определение. 


Функцию у = /(х) называют возрастающей (убывающей) на проме- 
жутке Х С 140), если из неравенства х; < хз, где хи, х; — любые точ- 
ки из промежутка Х, следует неравенство Йхт) < Йбх) (Кх) > Ио). 


Рие. 15 


у + 


Возрастающие и убывающие функции объединяют общим терми- 
ном монотонные функции. 

Докажем, что функция у = /х возрастает на луче [0; +оо), 

Пусть 0 < ху < х;- Докажем, что {м < \[х». Предположим про- 


тивное, что [вы 2 жа. Тогда (5), > (И), т.е. аха что 
противоречит условию. Значит, наше предположение неверно, а вер- 


но неравенство Дт < бо. 

Итак, из 0 < ху < ху следует, что [м < \/хь. Это значит, что 
у= үх — возрастающая функция. 

4. уы. = 0 (достигается при х = 0), у... не существует. 

Напомним, что ушим — это наименьшее значение функции, а ум 

гаибольшее значение функции на заданном промежутке; если про- 

межуток не указан, то И.м И Ушше — соответственно наименьшее и 
наибольшее значения функции в области определения. 

Почему ук не существует? Предположим, что есть уа, Т. е. все 
значения функции не превосходят её значения в некоторой точке хи. 
Но это неверно, поскольку достаточно взять х, > ху и в силу возрае- 


тания функции заметить, что \/х, > я. 


5. у- үх — непрерывная функция. 

Напомним, что этот термин мы рассматриваем пока как синоним 
предложения зграфик функции есть сплошная липия, которую мож- 

но начертить, не отрывая карандаша 
от бумаги». В старших классах будет 
дано точное математическое истолко" 
вание понятия непрерывности функ- 
цин, не опирающееся на геометриче- 
скую иллюстрацию. 

А теперь обратим внимание на 
одно любопытное обстоятельство. Рас- 
смотрим две функции: у = ух (её 
график изображен на рис. 14, 6) и 
у= х?, где х 2 0 (её трафик изображён 
на рие. 15). Мы только что перечиели- 
ли пять свойств для первой функции, 
но абсолютно теми же свойствами об- 
ладает и вторая функция. Словесные «портреты» двух различных 
функций одинаковы. Математики не смогли вынести такой неспра- 
ведливости, когда разные функции, имеющие разные графики, сло- 
весно описываются одинаково. Они обнаружили принципиальные 


различия в характере графиков, заметив, что график функции у = \/х 


ие. 16 а ы П 


х 2 0, обращен выпуклостью вниз. 
Обычно говорят, что функция выпукла вниз, если, 
выпуклость соединив любые две точки её графика отрезком прямой, 
функции вверх обнаруживают, что соответствующая часть графика ле- 
(вниз) жит ниже проведённого отрезка (рис. 16, а); функция вы: 
пукла вверх. если, соединив любые две точки её графи- 
ка отрезком прямой, обнаруживают, что соответствующая часть гра- 

фика лежит выше проведенного отрезка (рис. 16, 6). 
® Функция у = /(х), где Их) = \[х, принимает любые неотрицательные 


ө обращён вылуклостью вверх, тогда как график функции у = х, где 


значения, В самом деле, какое бы конкретное значение у > 0 ни за- 
дать, всегда найдётся такое х, что выполняется равенство 


‘область 
значений. Их) = у, т. е. үх = у; для этого достаточно положить 
функции. х = у’. Множество всех значений функции у = /(х) назы- 


вают обычно областью значений функции и обозначают 
Е(Р). Для функции у = {/х областью значений является луч [0; +25). 
Это хорошо читается по графику функции (рис. 14, 6). Если спроеци”. 
ровать график на ось у, как раз и получится луч [0; +00), 

Итак, мы отметили ещё два свойства. 

6. Функция у = {х выпукла вниз. 

7. Областью значений функции у = {х является луч [0; +09). 


| Построить и прочитать график функции у = 


вигини В курсе алгебры 7-го класса мы говорили о том, что график 
функции у = Их) получается из графика функции у = /(х) 


ё 


© помощью преобразования симме- 
трии относительно оси х, Восполь- 


зовавшись этим, построим график 
Функции у = үх и отобразим его 
симметрично относительно оси х 
(рис. 17). Это и будет график функции 


у=-. 
Перечислим свойства функции 
и = үх (по графику): 
1. функ- 


. Область 

14 ции — луч [0; +00). 
2. у=Оприх = 0: у < Оприх > 0. 

3. Функция убывает на луче [0; +90), 

4. уына = © (достигается при х = 0), Ум не существует. 

5. Функция непрерывна на луче [0; +80), 

6. 

т; 


Рие. 17 


. Функция выпукла вниз. 
Область значений функции — луч (-25; 0]. 


значения функции у = 4х на от- 


Найти наименьшее и. 
резке: а) [0; 4}; 6) (1: 5]. 


а) Построим график функции у = \/Х и выделим его часть 
па отрезке [0; 4] (рис. 18). Замечаем, что Ульи = 0 (достига- 
ется при х = 0), а у.а = 2 (достигается при х = 4). 

На самом деле можно было и пе опираться на графическую ил- 
люстрацию: функция у = ух возрастает на [0; 
(достигается при х = 0), Унь = 2 (достигается: 


Рис. 18 


Д 


6) Построим график функции у = \/х и выделим его часть на от- 
резко [1; 5] (рис. 19). Замечаем, что уни = 1 (достигается при х = 1), 
а ум = 5 (достигается при х = 5). 


а) лы = 0; Мыш = 2; 6) Маам = 1: аа = 5. 


Решить уравнение \[х 


ПШИСТТТТТУШШШ в учебиике «Алгебра-1» мы выработали алгоритм графиче- 
ского решения уравнений, папомпим его. 
Чтобы графически решить уравнение /(х) = (х), нужно: 
1) раєсмотреть две функции у = /(х) ну = а(х); 
2) построить график функции у = /(х); 
3) построить график функции и = #(х); 

4) найти точки пересечения по- 
г строенных графиков; абсциссы этих 
точек — корни уравнения /(1) = (х). 

Применим этот алгоритм к задан- 
ному уравнению. 

1) Рассмотрим две функцину= ух 
ну- 6-х. 

2) Построим график функции 
у= үх (рис, 20). 

3) Построим график линейной 
функции у = 6 - х. Это — прямая, 
которую можно построить по двум 
точкам (0; 6) и (6; 0). Прямая изображена на том же чертеже 
(рие. 20). 

4) По чертежу устанавливаем, что графики пересекаются в точке 
А(4; 2). Так ли это на самом деле? Проверим: пара (4; 2) удовлетво- 
ряет и уравнению у = ух, и уравнению у = 6 - х. Это значит, что 
точка (4; 2) на самом деле служит точкой пересечения построенных 
графиков. Заданное уравнение имеет один корень 4— это абсцисса 


4. 


Обратим внимание па один тонкий момент, связанный с графи" 
ческим методом решения уравнений. Мы обнаружили, что графики 
функций у = Хх ну = 6 ~ х пересекаются в точке (4; 2), и, доверясь 


ё 


| Рис. 21 


| рис. 23 


ПШИСТТТТТЭШШШ Р. идет о построении графика кусочной функции, т. 


чертежу, объявили, что это — единственная общая точка графиков, 
а потому урави имеет единственный корень х = 4. Но, как го- 
ворится, доверяй, но проверяй. На самом деле надо было строго до- 
капать без помощи чертежа, что других точек пересечения у графи" 
ков нет. Например, так. Функция у = {х возрастает, значит, если 
ж > 4, о значения функции больше 2, а если х < 4, то значения функ” 
ции меньше 2. Функция же у = 6 - х убывает, значит, если х > 4, 
то значения функции меньше 2, а если х < 4, то значения функции 
больше 2. Таким образом, в точке, отличной от точки (4; 2), графики 
пересечься не могут. 


| прИМЕРА ЛЛ 


Построить график функции и = Лх), где 
МЕ, если о < х 4 


(х) = 
19 в - хижи4 <<: 


функции, заданной разными формулами на разных проме 
жутках области определения. В начале параграфа мы напомнили, 
как строить графики подобных функций. Сначала надо построить 


Рис. 22 


трафик функции у = х (ветвь па 
раболы) и выделить его часть на от- 
резке [0; 4] (рис. 21). Затем построить 
прямую у = 6 = хи выделить её часть 
на полунитервале (4; 8] (рис. 22). 
И наконец, надо обе выделенные ча- 
сти изобразить в одной системе коор- 
динат — это и будет требуемый гра- 
фик кусочной функции (рис. 23). 


—1 С г ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у = / СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ РЕНА 


Вопросы для самопроверки 


Какова область определения функции у = Ух? 

Какова область значений функции у = Ух? 

Сформулируйте определение возрастающей функции. 

Сформулируйте определение убынающей функции, 

Является ли функция у = ух возрастающей; убывающей; 

монотонной; немонотонной? 

6. Как по графику функции установить, является ли она вы- 

пуклой вверх? выпуклой вниз? 

7. Как расположены друг относительно друга графики функ- 
ций у =, х20, ну = ух? 

8. Как расположены друг относительно друга графики функ- 
ций у = Хх ну= У? 

9. Придумайте кусочную непрерывную функцию, график ко- 

торой состоит из части графика функции у = УХ и луча 

графика линейной функции. Задайте сё графически и ана- 

литически (с помощью формул). 


ре = 


В этой главе введена повая операция — извлечение квадратного кор- 
ия из пеотрицательпого числа. Чтобы успешно её использовать, нуж- 
но познакомиться со свойствами этой операции, что мы и сделаем в 
настоящем параграфе. 


Квадратный корень из произведения двух неотрицательных чисел 
равен произведению квадратных корней из этих чисел: 


У = а... 


По определению квадратного корня \/26 — это такое 
неотрицательное число, которое при возведении в квадрат 
даёт подкоренное выражение, т. е. а. Рассмотрим число үа. 5. 
Замечаем, во-первых, что оно неотрицательно. Обращаем внимание, 
во-вторых, на то, что при возведении его в квадрат получится ар. 


В самом деле, 
(4а №) = (а)? . (БУ а. 


Итак, число уа · 5 удовлетворяет обоим условиям определения 
квадратного корня из числа ар. Следовательно, 


маъ = а. №. 


ЗИМАИ Теорема остаётся случая, когда подкоренное выра 
жение представляет собой произведение более чем двух неотрицательных 
множителей. 


Теорему 1 можно сформулировать, используя конструкцию «если... 
то» (как это принято для теорем в математике). Приведём соответ" 
ствующую формулировку: если а и  — неотрицательные числа, то 
справедливо равенство Хаћ = {а · Ь. Следуюицую теорему мы именно 
так и оформим. 


Вычислить {36 64 
первым свойством квадратных корней 


Воепользовавшись 
(теорема 1), получим: 
36-649 - 4/36 . 64 - № -6.8-3-144. 


ЗамеаНИЕЙ Конечно, этот пример можно решить по-другому, особенно если у вас 
под рукой микрокалькулятор: перемпожить числа 36, 64, 9, а затем извлечь 
квадратный корень из полученного произведения. Однако, согласитесь, 
предложенное выше решение выглядит более изящио. 


Если а 2 0, Ь > 0, то справедливо равенство 


В 


(Краткая формулировка, которую удобнее использовать на практике: 
корень из дроби равен дроби от корней или корень из частного равеи 
частному от корней.) 

Доказательство, аналогичное доказательству теоремы 1, попробуйте. 


выполнить самостоятельно. 
Обратите внимание, что в теоремах 1 и 2 говорится только об ум- 
ножении и делении корней. Аналогичного свойства, относящегося к 


у = = ГЛАВА 2. ФУНКЦИЯ СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ = 


сложению и вычитанию квадратных корней, пет. Если а > 0и > 0, 
то Мав М + (Б. Например, Бит СИМ 39. В самом деле, 
М6 +9 = 5, тогда как /16 + (9 = 4+3=7. В $ 35 мы докажем, 
что если а > бирь > 0, то 4а +6 < 4а + 4. 


ПРИМЕР 2 


9 
Вычислить (1076 


Решение Обратим смешанное число 1055 в неправильную дробь: 
10% -10+ $ = 199, Воспользовавшись вторым свой- 


ством квадратных корней (теорема 2), получим: 


де - - 1. 18 - 31. 


ПРИМЕР 3 


Решение Первый способ. Последовательно находим: 
37° = 1369, 
12° = 144, 


122 = 1369 ~ 144 = 1225, {1225 = 35. 


Второй способ. 
377 - 127 = (37 - 12087 + 12) = 25.49, 


42549 = (25.419 =5.7= 35. 


При первом способе мы проводили вычисления +в лоб». Второй способ 
иһящнее: мы применили формулу а? ~ 0 = (а - Ба + Б) и воспользовались 
‘свойством квадратных. 


ПРИМЕР 4 


Вычислить: 
а) 424.46: 0) (24: 46. 


Любая формула в алгебре используется ие только справа 
налево, но и слева направо. Так, первое свойство квадратных. 


корней означает, что Мар в случае необходимости можно представить 


Решение 


в виде Уа. № и обратно, что Ма. / можно заменить выражением 


Уаб. То же относится и ко второму свойству квадратных корней, 
Учитывая это, решим Ен пример. 


в) 24.6 = 14-6 = М4 = 12; 
9 и: 6 = в. Я -2. 


еек отметим ещё одно достаточно простое и в то 
же время важное свойство. 


Бели а > 0 и п — натуральное чиело, то 


Мат ан. 


Например, 
Ма" аз, Ма ази т.д. 


ПРИМЕР 5 
Вычислить 4/7056, не используя таблицу квадратов чисел и микро- 
калькулятор. 


441 
мт 
49 
7 

1 


Значит, 7056 = 24, 3'. 77. Тогда 
57056 = (27-87 777 = 27. ДР. (17 а 08.3.7 84. 
47056 = 84. 


2 
Я 
2 
882 |2 
з 
з 
А 
т 


Ө) Этот пример можно было решить так же, как и аналогичный при 


мер в $ 9. Нетрудно догадаться, что в ответе получится +80 с хвости- 
ком», поскольку 80° < 7056 < 90°. Найдём «хвостик», 


. послед- 


ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у = СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


нюю цифру искомого числа. Пока мы знаем, что если корень извле- 
кается, то в ответе может получиться 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, ВВ 
или 89. Проверить надо только числа 84 м 86, поскольку только они 
при возведении в квадрат дадут в результате четырёхзначное число, 
оканчивающееся цифрой 6, т. е. той же цифрой, которой оканчивается 
число 7056. Имеем 84° = 7056 — это то, что нужно, Следовательно, 


5056 = 84. 
Вопросы для самопроверки 


1. Закоичите предложение: «Квадратный корень из произ 
дения двух неотрицательных чисел равен... Запишите это 
утверждение на математическом языке, 

2. Закончите предложение: «Корень из частного раве 
Запишите это утверждение на математическом языке. 

3. Какие из приведённых ниже соотношений, гдеа 2 0,620, 
являются верными равенствами, а какие —— нет: 


а) 4а. = ав: э 2, 


6) Уа + д (аў = а 
в) \а-5 9ь= №. 6? 


До сих пор мы с вами выполияли преобразования только рациональ- 
ных выражений, используя для этого правила действий над много- 
членами и алгебранческими дробями, формулы сокращённого ум- 
ножения и пр. В этой главе мы ввели новую операцию — операцию 
извлечения квадратного кория из неотрицательного числа; мы уста- 
повили, что 


зования выражений, ‘ащих операцию изилечения квадратного 
корня. Рассмотрим несколько примеров, ем во всех примерах будем 
предполагать, что переменные принимают только пеотрицательные 
значения. 

ПРИМЕР 1 


Упростить выражения: 


а) Маъ"; ө =. 


в) Ма = а? Ы вов 
о 8 - Маг =. 


ПРИМЕР 2 
Вынести множитель из-под знака квадратного корня: 
а) 81а; 0) 2; в) бо. 

Решение в) Ува = 81. Ма = 9а; 

6 32а? = (16а? 2 = 4/16. (а? . В =4а 
в) уат? = аа фм... = 
= 8036! Јањ. 


Решение 


ПРИМЕР 3 
Внести множитель под знак квадратного корня: 


оов оз 


а) 202 = 4.42 - 082 =; 


о Б а. в. а. 


Решение 


Ж = = = 


Выполнить действия: 
в) (4а +45) (Ма ө (Ма +). 

а) Пусть уа = х, Б = и. Тогда 

(4а +6) (Ма - №} + и ти. 
Нод теи - значит, (4а +45) (4а - №) =а-ь. 


самом деле новые переменные х и у можно было и не вводить, 
Ветер 


(Ма +5) - 9) - (27 - а -ь. 
9 (Ма +45] = (М2) + 248-45 + (5 а + 2406 +. 


ПРИМЕР 5 
Разложить на множители: 


а) 4а 406 +5 Ө) ху +1. 
Решение ДУГОЙ 


Заметим, что это — квадрат разности выражений 2а и \. Сле- 
довательно, 
4а – 44485 +5 = (248 - №). 


ө ау 91 Е на М ае. 
Остаётся лишь вспомнить формулу разложения суммы кубов на 
множители: 
а? + 0? = (а + Ьа? – а + 07), 
Здесь в роли а выступает {/=, а в роли 5 — число 1. Получаем: 


(А о (КА ажи) - 
=) +0). 


Упростить выражение 


аја + Е 
ем (а ч). 


Выполним последовательные преобразования: 

па + = (44) + (48) - 

„(а + АС - м-в. ))- 

= + Ва - уве +3) 

20042 - №} + Ма = - 208-48 4 (8) + Ле - 
=а- 28а +3 + \Ва =а – а +3 

(мы привели подобные члены: -3/3а + /За = — Ва): 
за Ка — +3) _ дв 


(сократили дробь на а — {За + 3, т. е. на общий множитель числите- 
ля и знаменателя дроби); 


4) (а + ВХ - 48) = (40) - (8) аз. 


нан, А58 (а №} =а- 
(48 - №) + Ма к. Е 


Выясним, какова здесь область допустимых значений перемен" 
ной а. Во-первых, заметим, что должно выполняться условие о > 0, 


поскольку в левой части тождества фигурирует уа. Во-вторых, долж 


по пыполияться условие (/а — (3) + На = 0, поскольку в левой ча 
сти тождества соответствующее выражение находится в знаменателе 
дроби. Это условие выполняется, так как (/а – (3) + {8а — сумма 


Таким образом, доказанное тождество справедливо при а > 0. 


ПШИТТТТТТУШШИ в обоих случаях воспользуемся тем, что значение дроби не 


изменится, если её числитель и знаменатель одновременно 
умножить на одно и то же отличное от нуля число или выражение, 


а) Умножим числитель и знаменатель дроби на /2: 
(©) 18. 8.32 
р 2 


6) Умножим числитель и знаменатель дроби на 3 + \: 
а. и 
яя ит" 
- В. -в. а. 


Если знаменатель алгебраической дроби содержит знак квадрат- 
ного корни, то обычно говорат, что в знаменателе содержится 
иррациональность, Преобразование выражения к такому виду, чтобы 

в знаменателе дроби не оказалось знаков квадратных 


оснбоирииие корней, называют освобождением от иррациональности 

9" ИРРӘЦИОНаЛЬ” а знаменателе. Два основных приёма освобождения от 

Ш иррациональности в знаменателе мы как раз и рассмотрели 
в примере 7: 


если знаменатель имеет вид 
следует умножить на Ча; 
если знаменатель имеет вид Ха — МБ или Ја + У, то чис" 


литель и знаменатель дроби надо умножить мо на а + 46 
или на уа = (Б. 


Зачем нужно уметь освобождаться от иррациональности в зна: 
менателе? Во многих случаях это облегчает тождественные преобра- 
зования алгебраических выражений, в чём мы сейчас и убедимся. По- 
лезно это и в приближённых вычислениях, о чём мы поговорим в $ 36. 


то числитель и знаменатель дроби 


Е 


Упростить выражение 


М 
яя-в в. 


ные преобразования: 


| оРешение ОО 
о 0-4-0 
5 21 257.55) 
ЭЕ °Т- и 4) 
- 7-0). м.) У) т 45, 
ТРЫ УЗ) 66-59) _ 
В. Б-Р 
ИЧГИ 950) УЗ) 9045 - №): 


0м - (м, Р 8) = 
39-49-45 + 245 – 243 - (5 – 243. 


| аотеет, СЯ 


Вопросы для самопроверки 


Известно, что а > 0. Верно ли, что а\бе = авс? 

Известно, что а < 0. Верно ли, что абе = Мате? 

Известно, что а < 0. Верно ли, что ауће = Уат? 

Какую операцию называют освобождением от иррацио- 

нальности в знаменателе? 

. Для чего мы избавляемся от иррациональности в знамена“ 
теле? Что мы должны при этом получить? 


Квадратный корень из положительного числа, являющегося точным 
квадратом, т, ©. из числа вида п“, можно вычислить без таблиц и без 
калькулятора. Имеется сравнительно несложный алгоритм вычисле- 
ний, который мы в этом параграфе покажем на двух примерах. 


в вв 


Решение 


Число 138384 разобьём на грани. Грань — это группа из 
двух цифр, начиная с цифры единиц: 
138384 = 13'83'84. 


Ищем наибольшее натуральное число, квадрат которого не 
превосходит числа 13, стоящего в первой грани. Этим числом являет 
ся 3 (поскольку 3? = 9 < 13, а 4? = 16 > 13). Записываем его в ответ — 
это первая цифра результата. 

Возводим 3 в квадрат и результат вычитаем из первой грани, По- 
лучим 13 – 3° = 4. К найденной разности приписываем справа вторую 
трань и получаем число 483. 

Улванваем имеющуюся цифру результата (получаем 6) и при- 
писываем к полученному числу справа такую наибольшую цифру а, 
чтобы произведение чисел ба! и а не превосходило 483. В данном 
случае таким числом а служит 7, поскольку 67 · 7 = 469 < 483, 
а 68-8 = 544 > 483. Записываем цифру 7 вслед за цифрой 3 в ответ — 
это вторая цифра результата. Из числа 483 вычитаем 469 и получа- 
ем 14. К этому числу приписываем справа третью грань, получаем 
1484. Имеющееся в результате число 37 удваиваем и к полученно- 
му числу 74 приписываем справа такую наибольшую цифру Ь, чтобы 
произведение чисел 745 и Ь не превосходило 1484. В данном случае 
Ь= 2, так как 742.2 = 1484. Записываем цифру 2 в ответ — это третья 
цифра результата. Поскольку 1484 — 1484 = 0, извлечение корня за- 
кончено. 

Обычно рассмотренный алгоритм записывают так: 


13783784 = 372 
9 
„67 [483 
т |7469 
„лаз | лава 
2 |ва 


\138 384 = 372. 


Т` Запись 88 означает двузначное число с цифрами 6 и а, записанными 


слева паправо: запись 74, означает трёханачное число © цифрами 7, 4, Б, 
записанными слева направо. 


317. Модуль действительного числа. Функция у = 


Вычислить 


2 
Е 
Е 
, 
м 
э х 
хе 
„8 == 
ыы КЕ 
«ЕЕ: & 
Н 
Н 


ө снн 
ля (или абсолютной величины) числа, пользовались обо" 
пежаетельноо значением |а|. Вы знаете, что, например, 15| = 5, |-3| = 3. 
ры Правда, раньше речь шла только о рациональных числах. 
Теперь мадо ввести понятие модуля для любого действи- 

тельного числа. 


Модулем неотрицательного действительного числа х называют само 
это число: |х| = х; модулем отрицательного действительного числа х. 


называют противоположное число: [1 = -х. 


Например, 
15 = 5; 1-8 = 5) = 5: 1-3,7 = 3,7; 


| - 2] = № - 2 (так как 45 -2>0); 
145 - з| = -(6 - 3) =3- 5 (так как {5 -8<0). 


5 Е ТЛАВА 7 ФУНКЦИЯ у = (2 СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНИ ы 


Свойства молулей 
1.10120. 


2. 1ађ = 19116. 


1-8 
4. [а а. 
5. | =| 
6. || > 
тла +6 < [а] + 5. 

Докажем последние два свойства. 


ЕЕГ Если о > 0. то по определению |] = а. Если 
а < 0, то по определению |а| = —а. Но при 
а < 0 выполняется неравенство —а > а, т. е. [а] > а. Итак, в любом 
случае выполняется неравенство |а| > а. 


и — неотрицательные числа, то 
а +, |а| = а, 10 =, и поэтому |а + |= 
= 1а +16. Если а и Ь — отрицательные числа, то [а + | = (а + Б), 
[а] = а, |] = -в, и поэтому |а + в = [а] + 101. Если а и Ь — числа разных 
зпаков и, папример, |! > В), то по правилу сложения чисел разных 
знаков получаем 


Іа + Ы < |а| + ||. 


Итак, если а и Ь — числа одного знака, то [а + 6 = [а] + 10|. 
Если а и Б — числа разных знаков, то |а + в] < |а| + 161. Свойство 7 
доказано. 


Вернёмся к множеству А действительных чисел и его геометриче- 
ской модели — числовой прямой. Отметим на прямой две точки 
а и Б (два действительных числа а и Б), обозначим через рќа; 6) рас- 
стояние между точками а и Б (р — буква греческого алфавита «ро»). 
Это расстояние равно Б — а, если в > а (рис. 24, а), оно равно а – в, 
если а > Б (рис. 24, 0), наконец, оно равно нулю, если а = 5. 


Рис. 24 


Рис. 25 


Рие, 27 


ПРИМЕР 2 


Все три случая охватываются одной формулой, выражающей рае- 
стояние между точками а и Ь координатной прямой: 


Решить уравнения: 
а) |х - 2| = 3; в) |х| = 2,7; 
612 +3,21-2: |= - 421-0. 


а) Перепедём |х - 2] = 3 на геометрический. 
язык: нам надо найти на координатной прямой такие точ- 
ки х, которые удовлетворяют условию р(х; 2) = 3, т. е. удалены от 
точки 2 на расстояние, равное 3. Это точки -1 и 5 (риє. 25). Следова- 
тельно, уравнение имеет два корня: 1 и 5. 
——— — —————— 
2 ПИТ т Рис. 26 52 -82 12 * 


6) Уравнение |х + 3,2] = 2 перепишем в виде |х — (-3,2)| = 2 и да 

3,2) = 2. На координатной прямой есть две точки, которые 

‘удалены от точки -3,2 на расстояние, равное 2. Это точки -5,2 и -1,2 
(рие. 26). Значит, уравнение имеет два корня: 5,2 и -1.2. 

в) Уравнение |х| = 2,7 перепишем в виде 

о ая х 15-015 2,7, или, что то же самое, р(х; 0) = 

= 2,7. На координатной прямой имеются две 

точки, которые удалены от точки 0 на расстояние, равное 2,7. Это 

точки —2,7 и 2,7 (рис. 27). Таким образом, уравнение имеет два 

корня: -2,7 и 2,7. 
т) Для уравнения |х = 42| = 0 можно обойтись без геометрической 
иллюстрации, ведь если |а] = 0, то а = 0. Поэтому х – У = 0, т. е. 


х=. 


915 = Зхі= б: в) 4+ = 


п) |2х - 6] = |20 - 3) = Вх - 3] = 3х - 3]. 
Значит, заданное уравнение можно преобразовать к ви- 
ду 2 - 3| = 8, откуда получаем |х — 3|= 4. 


Рие. 28 


Рие. 29 


ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у = 4. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


те Переведём соотношение |х ~ 3| = 4 на 

теометрический язык: нам нужно найти 
на координатной прямой такие точки х, которые удовлетворяют ус" 
ловию 4х; 3) = 4, т. е. удалены от точки З на расстояние, равное 4. 
Это точки -1 м 7 (рис. 28). Итак, уравнение имеет два корня: -1 и 7. 


өв ва |=] - 4-3 


Поэтому заданное уравнение можно преобразовать к виду 
5 
-2. 


- А = 6, откуда получаем | - 


Переведём соотношение | - Е 2 ва геометрический язык: 
мам надо найти ма координатной прямой такие точки х, которые 


— < >лонлетворяют условию = В] = 2, т.е. 


«№ 


удалены от точки 5 (от точки 12) на 
расстояние, равное 2. Это точки 1 м 32 (рис. 29). Следовательно, 
уравнение имеет два корня: - и г2, 

в) Для уравнения 4х + 1] = -2 никаких преобразований вы- 
полнять не требуется. Оно явно не имеет корней, так как в левой 
его части содержится неотрицательное выражение, а в правой — 
отрицательное число. 


На практике для решения уравнений с модулями редко применя- 
ют тот способ, которым мы решили уравнения а) и б) из примера 
2 (нам было важно обратить ваше внимание на геометрический смысл 
модуля). Обычно рассуждают так. Равенство |< = а, где а > 0, эквива- 
лентно совокупности двух равенств: с = а, с = ~а. Поэтому если дано 
уравнение |/(х)| = а. где а > 0, то решают два уравнения: /(х) = 
Их) = а (обычно говорят: совокупность уравнений). Например, для 
Уравнения |3х ~ 5| = 6 получаем: 


3=-5-= 


3-56; 
1 
з 
Подробнее о решении уравнений с модулями мы поговори! 


а здесь рассмотрим ещё один пример изящного решения ураз 
модулями геометрическим способом. 


2+ +4 = 10. 


Переведём соотношение |х = 2] + |х + 4] = 10 на геомет- 

рический язык: нам нужно найти на координатной прямой 

также точки х, которые удоалетворихо условию Р(х: 2) + рез 0) = 10, 
сумма расстояний каждой из таких точек от точек 2 и —4 рав 

10. Это точки 4 и -6; в самом деле, 

(4; 2) + р(4: -4) =2+8= 10 (рие, 30, а); 

00-6: 2) + р(-6; -4) = 8 + 2 = 10 (рис. 30, 6). 


Решить уравнение |х — 


44:2) =2 0-6: -4)=2 
ао о 2 
> > 
064: 4) «8. 06-6: 2) «8 
а в 


Значит, уравнение имеет два хория: 4 и -6. 


Решить неравенства: 

а)х-2= 3; 605-3426; эы-2 + +4|<10. 

а) Переведём соотношение |х — 2 < 3 на геометрический 
язык: нам надо найти на координатной прямой такие точ- 
ки х, которые удовлетворяют условию рќх; 2) < 3, т. е. удалены от 
точки 2 на расстояние меньшее чем 3. На расстояние, равное 3, уда" 
лены от точки 2 точки 1 и 5 (см. рие, 25 ма с. 81). Следовательно, 
решениями интересующего нас неравенства являются все числа ма 
интервала (-1; 5) (ем. рис, 25). 


6) Рассуждая, как в примере 2 6), преобразуем неравенство 
> 2. Нам нужно пайти на координатной 


15-3512 6 кми | - 

прямой такие точки х, которые удовлетворают условию Дх: 3) > 2, 

ШШЩ. ___ ШШШ. +. в. удалены от точки 18 на 
4 


с; 
12 з расстояние, большее или равное 2. 
На расстоянии, равном 2, от указан: 


Рие. ЗІ 
ной точки находятся точки $ и 32 (ем. рие, 29 на с. В2). Значит, 
решения заданного неравенства таковы: х < Е х>3& (рис, 31). 


Рие. 32 


_ШЩШШШШШШЩШЩ _ + Перевелём соотношение |= - 21+ 
6 4 2 45 +1х+4|< 10 на геометрический язык: 

нам надо найти на координатной 
прямой такие точки х, которые удовлетворяют условию р(х; 2) + 
+ р(х: —4) < 10, т. е. сумма расстояний каждой из таких точек от то- 
чек 2 и —4 меньше или равна 10. В примере 3 мы установили, что точки 
х = -бих = 4 удовлетворяют условию рх: -4) + р(х; 2) = 10 (рис. 32). 
Условию же рх; 2) + р(х; 4) < 10 удовлетворяют точки из интервала 
{-6; 4). Следовательно, решения заданного неравенства таковы: 

6 < х < 4 (см. рис. 32). 


Мы знаем, что если а 2 0, то 40? - а, — этим мы постоянно пользо- 
вались в предыдущей главе, А как быть, если а < 0? Написать 


Ма? = а в этом случае нельзя, ведь а < 0 и получится, что Ма? < 0. 
Это неверно, так как значение квадратного корня не может быть 
отрицательным. 

Чему же равно выражение уа? при а < 0? По определению 
квадратного кория в ответе должно получиться такое число, которое, 
во-первых, положительно и, во-вторых, при возведении в квадрат даёт 
подкоренное число, т. е. а*. Таким числом будет -а. Смотрите: 

1) -а > 0 (еще раз напомним, что а — отрицательное число, значит, 
-в — положительное число); 

2) (са) = а*. 

Итак, 


Вам ничего не напоминает конструкция в правой части равенства? 
Вспомните, ведь точно так же определяется модуль числа а: 


если а 2 0; 
-а, если а < 0. 


Таким образом, уа? и |а] — одно и то же, Тем самым мы 
доказали важное тождество: 


В роли а может выступать любое числовое или алгебраическое 
выражение, например: 


ах = 4)? = 13х – 44, 
Ме) -в- нта. 


Упростить выражение „Да 17, если: 
а)а-1> 0; ба-1< 0. 


Как мы только что установили, справедливо тождество 


Ма 17 =|а- 1. 
а) Еелиа - 12 0, то |а – -а – 1. Следовательно, в этом случае 
Мау -1. 
6) Еслиа 1 < 0, тоја – 1 = (а - 1) = 1 – а. Значит, в этом случае 
Ма 17 =1-а. 


Упростить выражение 2... {82а?, если а < 0. 
Тоба „291.507 088. аа а 
Ток как по условию а < 0, то |а| = а. Значит, 


БЕ №] _ зе = 28, 


Упростить выражение 


а - зо - уаз - 246/8. 
1) Рассмотрим подкоренное выражение 52 — 30/3. 
Имеем: 


52 - 3043 =52-2-5-3- 43. 


ТЛАВА 2 ФУНКЦИЯ у =. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


Положим а = 5, Б = 3/8; тогда 
ан + (8,3). 25 + 27 52. 
Это значит, что рассматриваемое выражение можно представить 
ввиде а + 027 206, т. ©. в виде (а — В)". 
Итак, 
52 - 808 = 25+ 27-2-5.348 - 


=5'-2.5. 3.4 + (843) - (5-33). 
Значит, 
фазой - в] = [5 - 84| 38-5. 


2) Рассмотрим подкоренное выражение 43 — 24\В. Имеем: 

43 - 24.3 =43-2.2-2.3. 48. 
Положим а = 4, в = 3/8; тогда 

аъ 42 + (848) = 16 + 27-48. 
Это значит, что рассматриваемое выражение можно представить 

в виде а? + 6? 206, т. е. в виде (а — Бу. 

Итак, 

аз - 2448 =-16+27-2-4-348 = 

=4 2.4.31 + (848) - 4-34). 

Значит, 


аа и 8) - |а 58| - 38-4. 


3) Окончательно получаем (3,3 — 5) - (8,3 - 4) = -1. 


Для любого действительного числа х можно вычислить |х, т. е. можно 
топорить о фуикции у = |х|, определённой на множестве всех действи- 
тельных чисел, Воспользовавшись определением модуля действитель 
ного числа, мы можем вместо у = |х| записать 
х, если х2 0; 
У |-хвели х < 0. 

Построение графика, как обычно в таких случаях, осуществим 
«по кусочкам». Сначала построим прямую у = х и выделим её 
часть на луче [0; +55) (рис. 33, а). Затем построим прямую у = -х 


Рис. 33 


Рис. 34 


и выделим её часть па открытом луче 
-90; 0) (рис. 33, 6). Наконец, оба 
«кусочка» изобрааим в одной систе- 
ме координат — это и будет график 
Функции у = |х| (рис. 34). 


Свойства функции у = |х| 
1. Область определения функции: 
[-о; +00). 
2. Функция убывает на луче (-со; 0], возрастает на луче 
10; +). 
З. Ульи = 0, у.а не существует. 
4. Функция непрерывна. 
5. Область значений функции: Е(/) = [0; +90). 


Построить график функции у = 2х + |х— 


МЕТ ТИТ ЗИ Если х- 120, то |= - 1|=х- 1; в этом случае 


ут2т+к- 1х — 1. 
Еелих-1<0, то 
х-Ц= 4-1: 


в этом случае 
ужах- и - Пнх+1. 
Таким образом, фактически речь 
идёт о построении графика кусочной 
Функции 
3х - если х> В 


07 [и если х < 1. 


График изображен на рисунке 35. 


Рис. 37 


Построить график функции. 
у= [2х4] + |= +3] -5. 


гервыі 
|-со; 3]. Если х < —3, 
(2х - 4), а | + 3| = 
= — + 3). Таким образом, на рассматриваемом промежутке полу- 
чаем: 


у= (2х - 4) - (х +3) - 5= 3-4. 


вательно, |2х – 4| = (2х - 4), 
1х + 3| = (х + 3). Таким образом, 
рассматриваемом промежутке полу- 
чаем: 
у= (05-4) +08 +8) - 55-8 +2, 

Расемотрим третий  промежу- 
ток — [2; +90), Если х > 2, то 2х – 
—4>0их+3 > 0. Значит, [2х — 4] = 
= (2х - 4), а |х +3] = (х + 3). 
Таким образом, па рассматриваемом промежутке получаем: 

у= (25-4) + (0+3) -5= 3:6. 


а ити 


| Подведём итоги. Фактически речь идёт о построении графика ку- 
| сочной функции 
--3х – 4, если х < -8; 
у- 1-х + 2, если -3 < х< 2; 
Зх = 6, если х2 2. 
График функции изображён на рисунке 37. 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте определение модуля действительного чис, 
2. Вычислите: 


8) 5.2; №0: д) | - ло. 


6) 5,25 гк 4 


математическом языке, 

4. В чём состоит геометрический смысл выражения [4]? 

5. В чём состоит геометрический смысл выражения |а — Б? 

6. Сколько можно отметить чисел х на числовой прямой та- 
ких, что хі = 37 


7. Верно ли, что |а = - Ме = 0? 


| Ы 


8. Приведите пример, когда соотношение |а + М = [аі + В явля- 
ется верным, и пример, когда оно неверно. 

9. Приведите пример, когда соотношение | - |0 = |а - 0 явля- 
ется верным, и пример, когда оно неверно. 

10. Что представляет собой график функции џ = [447 

11. Чему равно Уи и У.а для функции у = (х? 

12. Обладает ли график функции у = |х| симметрией? Каков её 
характер? 

18. При каких значениях а верно равенство: 
а) Ма? = а; 6) Ма? = -а; в) Ҹа? = м 

14. Придумайте кусочную непрерывную функцию, график ко- 
торой состоит из части графика функции у = |х| и части 
трафика функции у = х?. Задайте её графически и аналити“ 
чески (с помощью формул). 


В этом параграфе кроме дерева вариантов и правил на- 
хождения вероятности нам потребуется одно из основных 


' Этот параграф написан П. В. Семеновым. 


правил комбинаторики, правило умножения, с которым 
вы уже встречались в 5—Т-м классах, Напомним его. 


Правило 


Например, если в левом кармане лежат 7 монет, а п правом кар- 
мане лежат 9 монет, то имеется 7 -9 = 63 способа выбрать одну монету 
из левого кармана и одну — из правого кармана, 


В записи + © № вместо а можно поставить одно из чисел —19, —0,(19), 


: 19 с №, 0.419) є Фит. п. 

в) Сколько получится утверждений, в которых на первом месте 
стоит 9? 

6) Изобразите дерево вариантов составления всех таких утверж- 
дений. 

в) Сколько всего утверждений получится? 

т) Сколько среди них верных утверждений? 


ПЕЕТТЕРЕЗНИИ 2) Запись будет выглядеть так: /19 < в. Вместо в можно 
поставить один из трёх символов №, 2, @. Получится три 
(ложных) утверждения: /19 є №, /19 є 2, /19 є 0. 
6) От вершины дерева сначала идут четыре стрелки, которые со- 
ответетвуют выборам на место +, После чего можно ещё провести три 
стрелки, которые соответствуют выборам на место №. 


-19+9 0,019) е9 
ем -1962 =0.419) № 0,419) = 2 
5 Рай а 4 
в 0019) с в 
ми — 
-—— Зва 
ЕЕ | Ло еш 
ен в | Моем а А о е2 
170 | м9 е9 


в) Всего получается 12 вариантов, см. пункт 6). Можно было 
действовать и сразу по правилу умножения. Для ғ есть 4 способа 
выбора, после каждого из которых для № есть З способа выбора. Всего 
4-3 = 12 вариантов. 

г) Выпишем все верные из полученных 12 утверждений: -19 © 2, 


19 9. 5019) 9, №29. 
а): 


в) 12; 04 


Дано выражение Ул + 1. Значи нию переменой и случайно выбирают 
среди целых чисел от 0 до 99 Какова вероятность 
того, что при этом значение выражения: 

а) не определено; в) принадлежит интервалу (7; 10); 

6) меньше 10; г) принадлежит отрезку [2; 6]? 


Так как функция у = Ух возрастает, то разным значениям 
‘переменной л соответствуют разные значения выражения 
Ми + 1. Переменная л принимает 100 значений. Поэтому и выбор 
значения выражения Уп + 1 имеет 100 исходов, т. е. № = 100, 

а) Так каки + 1 > 0, то выражение {а +1 имеет смысл, а потому 
событие «значение үя + 1 не определено» не наступает никогда. 
Это — невозможное событие. Его вероятность равна нулю. 

6) Если п = 0, 1, 2, .., 98, то Уп +1 = М, 4/2, 38, -., 99 — 
все эти числа меньше 10. А вот в единственном случае п = 99 значе- 
ние Ул + 1 равно 10, т. е, не происходит событие «Ул +1 мень" 


ше 10». Поэтому вероятность события «/л + 1 меньше 10» равна 
99 :100 = 0,09. 

») Так же, как и в пункте 6), нетрудно указать все значения 
переменной п, при которых значения выражения Ул +1 больше 7 
и меньше 10. Это п = 49, 50, 51, .., 98. Значит, интересующее нас 
событие происходит в 99 - 49 = 50 случаих из 100 возможных, Его 
вероятность равна 0,5. 


г) Событие «уп +1 не меньше 2 и ие больше 6» наступает при 
п-3, 4, 5, .., 35, т. е. в 33 случаях из 100 возможных. Его вероят- 
ность равна 0,33. 


а) 0: 


Решение 


60,99; в) 0,5; г)0,33. 


ГЛАВА 2. ФУНКЦИЯ у = 4. СВОЙСТВА КВАДРАТНОГО КОРНЯ 


Вопросы для самопроверки 


1. При каждом броске монеты выпадает орёл или решка. Най- 
дите количество исходов при двух бросках монеты, 

2. Какова вероятность того, что при первом и втором бросках 
результаты будут различны? 

3. При опросе жителей возможны ответы «да», «нет», «не 
знаю». Найдите количество исходов опроса днух жителей. 

4. Какова вероятность, что в вопросе 3 оба жителя ответят 
одинаково (предполагается, что ответы «да», «нет», «не 
знаю» равновозможны)? 

5. Герою в каждом испытании приходится выбирать между 
«пойти налево» или «пойти направо». Найдите количество 
исходов выбора для трёх последовательных испытаний. 

6. Какова вероятность того, что в вопросе 5 выборов «пойти 
налево» будет больше? 

7. Какова вероятность того, что в вопросе 5 первый и третий 
выбор будут одинаковыми между собой? 

8. Сформулируйте правило умножения для трёх испытаний. 


Основные результаты 


• В этой главе мы познакомились с новыми терминами ма- 
тематического языка: 
— бесконечная десятичная периодическая дробь (рацио 
нальное число); 
— бесконечная десятичная непернодическая дробь (ирра- 
циональное число); 
— числовая прямая 
~ квадратный корень из неотрицательного чиела; 
— кубический корень из неотрицательного числ 
— подкоренное выражен 
— извлечение квадратного (кубического) корня; 
— освобождение от иррациональности в знаменателе. 
е Мы ввели несколько новых обозначений (новых символов 
математического языка): 
— №— множество натуральных чисел; 
— 2 — множество целых чисел; 
— Ф — множество рациональных чисел; 
— ®— множество действительных чисел; 
— хе Х — элемент х принадлежит множеству Х; 
А С В — множество А является частью (подмножеством) 
множества В. 
• Мы ввели новое обозначение Уа (имеющее смысл только 


при условни, что а > 0). Запись а = В означает, что в > 0 
и = 


• Мы изучили новые математические модели — функции 


у = Ух ину |х| (свойства и графики). 
• При этом к известным свойствам функций добавили три 


= Мав = Ҹа. М; 5 


Ҹа?" = а" (п — натуральное число). 
• Мы доказали, что для любого значения а справедливо тож- 


а 
* Мы плучилисы: 
переводить бесконечные десятичные периодические 
дроби в обыкновенные дроби; 
— строить графики функций у = Ут, у= ух, у= | и 
свойства; 


КВАДРАТИЧНАЯ 
ФУНКЦИЯ. 
ФУНКЦИЯ у = Ё 


$19. 
$20. 
$21. 


Функция у = Кх?, её свойства и график 
Функция у = +. её свойства и график 

Как построить график функции 

у= № +0 + т, если известен график 

Функции у = [(х) 


. Функция у = ах? + Ьх + с, её свойства 


и график 


. Графическое решение квадратных 


уравнений 


. Дробно-линейная функция 
. Как построить графики функций 


у= Кау = х), если известен 
график функции у = Кх) 


. Комбинаторные и вероятностные 


задачи к главе 3 


В этом параграфе мы рассмотрим функцию у = #7, где коэффициент 
® — любое отличное от 0 число. 
Заметим, что случай, когда & = 1, был рассмотрен в 7-м классе: 
если Ё = 1, то графиком функции у = х? является парабола (рис. 38). 
Обсудим, как обстоит дело при других значениях коэффициента 4. 
Рассмотрим две функции: 


у= 2х? ну = 0,5х?, 


Зи ися | 


Составим таблицу значений для функции у = 2: 


" 
С СИ ИС в [4 [4 | 


Отметим точки (0; 0), (1: 2), (-1; 2), (2; 8), (-2; 8), (1,5; 4,5), 
(-1,5; 4,5) на координатной плоскости (рие. 39, а). Они намочают 
пекоторую линию, проведём её (рис. 39, 0). 

Составим таблицу значений для функции у = 0,5х: 


Отметим точки (0; 0), (1: 0,5), (-1: 0,5), (2; 2), (-2; 2), (3; 4,5), 
(-3; 4,5) на координатной плоскости (рис. 40, а). Они намеча- 
ют некоторую линию, проведём её 

(рис. 40, 6). 

Сравните рисунки 38, 39, би 
40, 0. Не правда ли, проведённые ли- 
нии чем-то похожи? Каждую из них 
называют параболой; при этом точку 
(0: 0) называют вершиной параболы; 
ось у является осью симметрии пара- 
болы. От коэффициента зависит 
«скорость устремления» ветвей пара 
болы вверх, или, как ещё говорят, «сте. 
пень крутизны» параболы. Это хорошо 
видно на рисунке 41, где все три по- 
строенные выше параболы расположе- 
ны в одной координатной плоскости. 


Рис. 38 


Рис. 39 а 


4 её ветви направлены вверх, причём тем круче, 


Точно так же обстоит дело с любой функцией вида и = Ах?, где 
020. Графиком её является парабола с вершиной в начале координат, 

ем больше 
коэффициент Ё. Ось у является осью симметрии параболы. 


вершина Ради краткости математики часто вместо фразы: «Пара. 

параболы бола, служащая графиком функции у = Кх?...» говорят: 

ось траблы «Парабола у = Кх?...», а вместо термина ось симметрии 
параболы употребляют термин ось параболы. 

Рис. 41 г. Е Е 


Отметим одно любопытное свойство, которым обладают все пара- 
болы вида у = Ах“. Если представить параболу в виде зеркального 


экрана и в точке 91 — эту точку называют фокусом парабо 


аы — поместить источник света, то лучи, отражаясь от параболы- 
экрана, образуют параллельный пучок света (рис. 42). Эту идею ис- 
пользуют в автомобилях: отражающей поверхности фары придают 
параболическую форму, а лампочку помещают в фокусе — тогда свет 
от фары распространяется достаточно далеко. 

Выясним теперь, как обстоит дело в случае отрицательного коэф- 
фициента к. Построим. для примера, график функции у = —х? (здесь 
Ф = —1). Составим таблицу значений: 


ё 


Рис. 43 


Рие. 4 


Отметим точки (0; 0), (1: 1), (-1; —1), (2; 4), (-2; 4), (3; -9), 
(-3; -9) на координатной плоскости (рис. 43, а). Они намечают 
некоторую линию, проведём её (рис. 48, 0). Это — парабола с вер- 
шиной в точке (0; 0), ось у — ось симметрии параболы, но, в отличие 
от случая, когда Ё > 0, на этот раз ветви параболы направлены вниз. 
Аналогично обстоит дело и для других отрицательных значений ко" 
эффициента №. 


Итак, графиком функции у = кх? (к + 0) является парабола с 
вершиной в начале координат; ось у является осью параболы; её 
ветви направлены вверх при > 0 и вниз при К < 0. 

Отметим ещё, что парабола у = &х? касается оси х в точке (0; 0); 
термин «касается» мы пока будем считать интуитивно понятным, его 
смысл в том, что одна ветвь параболы плавно переходит в другую, 
как бы прижимаясь к оси х. 


Если построить в одной системе 
координат (рис. 44) графики функ- 
цийу ях ину = —д*, то нетрудно за- 
метить, что построенные параболы 
симметричны друг другу относи- 
тельно оси х. Точно так же будут 
симметричны друг другу относительно 
оси х параболы у = 2х? н у = —2х*. 
Вообще верно более общее утверж- 
ленне: график функции у = = х) сим. 
метричен графику функции у = Кх) 
относительно оси абсцисс. 


Г] ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & Рта 


1. Область определения функции — (00; +90). 

Это следует из того, что для любого значения х можно по формуле 
у = кз? вычислить соответствующее значение у. 

2. у= Опры х = 0; у > О при хх 0. 

З. у = ахї — непрерывная функция. 

4. ум = 0 (достигается при х = 0): у.а не существует. 

5. Функция у = №? возрастает при х > 0 и убывает при х < 0. 

Докажем это. Рассмотрим функцию у = Ах? на луче [0; +50). Пусть 
0 < ху < ху. Тогда согласно свойствам числовых неравенств х1 < х} 
и Ах} < вх], т. е. оа) < Кх). Итак, ма ху < ха следует Или) < Или). 
Таким образом, функция у = х? возрастает на луче [0; +00). 

Рассмотрим функцию у = кх? на луче (—00; 0]. Возьмём два непо- 
ложительных числа ху и хз таких, что ху < хь. Тогда ху > -х». Так 
как числа -ху и —х: неотрицательны, то, возведя в квадрат обе части 
последнего неравенства, получим неравенство того же смысла 
(сай > (ех), т. е, жў > хф и Ахї АТ. Это аначит, что Их) > И). 
Итак, из неравенетва х < хз следует, что Ги) > Й). Поэтому функ- 
ция у т х? убывает на луче (5; 0}. 

В учебнике +Алгебра-Т» процесс 
перечисления свойств функции мы 
называли чтением графика. Те свой- 
ства, что перечислены выше, мы уже 
обсуждали в 7-м классе для изуч 
шихся там функций. Добавим новые 
свойства. 

Функцию у = /(х) называют ог 
раниченной снизу, если все эначе- 
ния функции больше некоторого 
числа. Геометрически это означает, 
что график функции расположен вы 
ше некоторой прямой, параллельной 
оси х. 

А теперь посмотрите на рисунок 45: график функции у = кх? 
расположен выше, например, прямой у = -1 (или у = -2, это неважно). 

5] Значит, у х? (6 > 0) — ограниченная снизу функция. 
Наряду с функциями, ограниченными снизу, бывают 
и функции, ограниченные сверху. Функцию у = х) на- 
зывают ограниченной сверху, если все значения функции 
ми снизу | меньше некоторого числа. Гоометрически это означает, 
что график функции расположен ниже некоторой прямой, 

параллельной оси х. 


Рие. 45 


ни Г] | 


Есть ли такая прямая для параболы у = Кх?, где № > 0? Нет, посколь 
ку для любого М > 0 можно найти такое х, что выполнится неравенство 
=: > М. Это значит, что функция ие является ограниченной сверху. 

Итак, мы получили ещё одно свойство, добавим его к тем пяти, 
что указаны выше. 

6. Функция у= Кх? (6 > 0) ограничена снизу и не ограничена сверху. 

7. Область значений функции — луч [0; +0). 


8. Функция выпукла вниз. 


Я 6) [-2; -1: в) [-1; 1,5). 
ПШИТТТТТТУШШШ 2) Построим график функции у = 2х? и выделим его часть 

на отрезке [0; 2] (рис. 46). На этом отрезке функция возрас- 
тает, значит, Уньнм = 0 (достигается при х = 0), а у.м, = 8 (достигается 
при х = 2). 


Рис. 47 


6) Построим график функции 
2 и выделим его часть на отрезке 
[-2; 1] (рис. 47). На этом отрезке 
функция убывает, значит, џам = 2 
(достигается при х = -1), а Илье = 8 
(достигается при х = -2). 

в) Построим график функции 
|х? и выделим его часть па отрезке 
1-1; 1,5] (рис, 48). Замечаем, что 
Улем = 0 (достигается при х = 0), а узна 
достигается в точке х = 1,5; подсчи" 
таем это значение: /(1,5) = 2. 1,57 = 
=2. 2,25 = 4,5. Итак, уа = 4,5. 


Г] ГЛАВА З. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & Рта 


1. Область определения функции — (9; +05). 

2. у- Оприх = 0; у < Опри хт 0. 

З.у = йл? — непрерывная функция. 

4. иа = 0 (достигается при х = 0), уни не существует, 

5, Функция возрастает при х < 0 и убывает при х 2 0. 

6. Функция ограничена сверху и не ограничена снизу. 

Дадим пояснения этому свойству: есть прямая, параллельная 
оси х (например, у = 1, она проведена на рис. 49), такая, что вся 
парабола лежит ниже этой прямой; 
это значит, что функция ограничена 
сверху. С другой стороны, нельзя про" 
вести прямую, параллельную оси х, 
так, чтобы вся парабола была рас, 
положена выше прямой; это значит, 
что функция не ограничена снизу. 

7. Область значений функции — 
луч (ос; 0]. 

8. Функция выпукла вверх. 

Использованный выше порядок 
перечисления свойств функции пе 
пвляется законом, пока он у мас хронологически сложился именно 
таким. Более-менее определённый порядок ходов мы выработаем 
постепенно и унифицируем его в старших классах. Пока липть от- 
метим, что в дальнейшем свойство ограниченности функции будет 
предшествовать отысканию её наименьшего и наибольшего значе“ 
ний. Почему? Потому что если функция ограничена снизу (сверху), 
то у неё может быть наименьшее (наибольшее) значение. Если же 
функция ие ограничена снизу (сверху), то сразу можно сделать вы- 
вод о том, что Ул» (соответственно, Ум) не существует. 


_ Решение примерв 
[| ПРИМЕР 2 


Рис. 49 


Д 


| Решить уравнение —д? = 2х - 3. 
ПЕНИС ИЕ ВИ В $ 1 мы уже говорили отом, что лля графического реше- 
а 


1) расемотреть две фупкции: 
2) построить график функции у = Дх); 


27, её свойства. 


4) найти точки пересечения построенных графики 
этих точек — корни уравнения /(х) = 441). 

Применим этот алгоритм к задан” 
ному уравнению. 

1) Рассмотрим две функции: у = 
=-Ниу= 2х - 8. 

2) Построим график функции 
у=-я? — параболу (рие. 50), 

3) Построим график линейной 
функции у = 2х - 3. Это — прямая, 
для сё построения достаточно найти 
любые две точки графика. Если х = 
тоу = -8; вели х = 1, тоу = 1; наш" 
ли две точки (0; 8) м (1; -1). Пря- 
мая, проходящая через эти две точ- 
ки (график функции у = 2х ~ 3), 
изображена на том же чертеже 
(ем. рис. 50). 

4) По чертежу находим, что прямая и парабола пересекаются в 
двух точках: А(1; -1) и В(-3; -9). Следовательно, уравнение имеет 
два корня: 1 и -3 — это абециссы точек А и В. 


ВСТТТСВВВИНИИ |: 5. 


абсциссы 


| @ 3) построить график функции у = 4х); 


Рие. 50 


, нельзя слепо доверять графическим иллюстрациям. 

А может быть, нам только кажется, что точка пересечения графиков 

имеет координаты (1; -1), а на самом деле они другие, например 

(0.98; –1,01)? Поэтому всегда полезно проверить себя. Так, в рас- 

смотренном примере необходимо убедиться, что точка А(1; —1) при- 

надлежит пара —х* (это легко: достаточно подставить в 

формулу у = –х? координаты точки А; получим -1 = -1* — верное 

числовое равенство) и прямой у = 2х — 3 (и это легко: достаточно 

подставить в формулу у = 2х - 3 координаты точки А; получим 

1 = 2 - 3 — верное числовое равенство). То же самое требуется сделать 

для точки В. Эта проверка показывает, что в рассмотренном уравнении 

предположения, сделанные на основе графических иллюстраций, при- 
пели к верному результату. 

Есть и еще одна неприятность: на самом ли деле имеются только 
две точки пересечения, как показано на графике? Да, только две, но 
обоснование этого факта мы получим позднее, в главе 4, когда узнаем, 
что уравнение вида ах? + Вх + с = 0 (квадратное уравнение) может 
иметь не более двух корней. 


Решить систему уравнений 
у =0, 
2х -у-3 = 0. 
Решение Преобразуем первое уравнение системы к виду у = х2. 
Графиком этой функции янллется парабола, предста 
ленная на рисунке 50. 
п второе уравпепие системы к виду у = 2х — 3. Гра- 


Координаты этих точек и служат решениями заданной системы 
уравнений. 


0: 1; 0-3; -9). 


Дана функция у = Ах), где 
—0,5х?, если -4<х< 0; 
Кх) = |х +1, если0 < х1 
|222, если 1 < х <2. 


в) вычислить А-4), А-2), 10), /[$ |, 0,59, А2), ИЗ 


6) построить график функции; 
в) с помощью графика перечислить свойства функции. 


а) Значение х = -4 удовлетворяет условию -4 < х < 0, поз- 
тому /{-4) надо вычислять по первой строке задания функ 
ции, Имеем Лх) = 0,5, следовательно, 

1-9 = 0,554 = =, 

Значение х = -2 удовлетворяет условию —4 < х < 0, значит, /(-2) 
нужно вычислять по первой строке задания функции. Имеем /(х) = 
= -0,5х2, следовательно, 0-2) = —0,5 · (-2)! = -2. 

Значение х = 0 удовлетворяет условию -4 < х < 0, поэтому /(0) 
надо вычислять по первой строке задания функции. Имеем /(х) = 
= -0,5х°, следовательно, (0) = —0,5 0° = 0. 


Значение х = {удовлетворяет условию 0 < х < 1, т. е 
но вычислять по второй строке задания функции. Имеем До) = х + 1, 
следовательно, (1) = { +1=1,5. 


—_—_ ее Г | 


Значение х = 1,5 удовлетворяет условию 1 < х < 2, значит, /(1,5) 
надо вычислять по третьей строке задания функции. Имеем /(х) = 2х2, 
следовательно, /(1.5) = 2 - 1,52 = 4,5. 

Значение х = 2 удовлетворяет условию 1 < х < 2, поэтому /(2) нуж- 
о тычнолять во тратой строке задакия фужккии, Имеем 2) = 20, 
значит, 2 


Рие. 51 


Значение х = 3 не удовлетворяет ни одному из трёх условий зада- 
ния функции, значит, в данном случае /(3) вычислить нельзя, точка 
х = З не принадлежит области определения функции. Задание, состо- 
ящее в том, чтобы вычислить /(3), — некорректно. 


Рие. 53 


6) Построение графика осуществим «по кусочкам». Сначала по- 
строим параболу у = -0,5х? и выделим её часть на отрезке [-. 
(рис. 51). Затем построим прямую у = х + 1 и выделим её часть на 
полуинтервале (0; 1] (рие. 52). Далее построим параболу у = 252 и 
выделим её часть на полуинтервале (1; 2] (рис. 53). Наконец, все 


в) Перечислим свойства функции у = /(х), или, как мы услови" 
лись говорить, прочитаем график. 

1. Область определения функции — отрезок [-4; 2]. 

х у = Оприх = 0; у > О при 0 < х< 2: у < О при 45 х < 0. 

8. Функция претерпевает разрыв при х = 0, а на промежутках 
; 0] и (0; 2] она непрерывна. 
Функция возрастает в своей области определения. 
Функция ограничена и снизу, и сверху. 
8. е = 8 (достигается при х = 4); рн = В (достигается при 
х= 

7. Область значений функции состоит из отрезка [-8; 0] и полуин- 
тервала (1; 8]. В подобных случаях можно использовать символ 0) — 
знак объединения. Тогда можно сказать, что область значений функ- 
ции — объединение двух числовых промежутков: Е(/) = [-8; 0] (1; 8]. 


График функции, изображённый па рисунке 54, состоит из двух 
сплошных кусков: один — на отрезке [-4; 0]. другой — на полуии- 
тервале (0; 2]. Значит, функция непрерывна на отрезке [-4; 0] и 
полуинтервале (0; 2]. Но (обратите внимание!) функция претерпевает 
разрыв в концевой точке х = 0. 


Дана функция у = Их), где Ах) = Зх, Найти /(1), 0-2), Аа), 2а), 
Ка + 1), х), 3х), Их — 1), Их + а), Кх) + 5, Хо) + Б, Дс + а) +, 
Ка), 2х?) 


Так как (+) = 3х7, то последовательно получаем: 


1) =3-12=3; 1-2) =3. (-2} = 12; 
Қа) = За?; (2а) = 3 · (2а)? = 124°; 
Ка +1) = а + 17; Исх = 3. (х)? = Зх; 
(3х) = 3 - (8х)? = 272; Ах - 1) = 3х - 10%; 


Кх + а) = З(х + а] 
Кх) +6 = Зх? + в; Ах +а) += х + аў +В 
Ка?) = 3. (у = Зх 125?) = 3: (222)? = 122%, 


К) + 5 = Зх? + 5; 


>» в 


га 


13. 
14. 
15. 


16. 


17. 
18. 


. Чему равно И.н» И Иза для Функции 
. Чему равно узн И Узын для функции у = д”, если й < 0? 


РЕГ 


Вопросы для самопроверки 


Как называют график функции и = кл?, где № ғ 0? 

Канал време хвляртоа осью сюметрак графика фуяхлхя 
ит к? 

Какая точка является вершиной графика функции у = Ах?? 
Как расположены в координатной плоскости хОу хт от 
носительно друга графики функций у = 2х? и у = =2; 

Если № > 0, то какое из утверждений верно: 

а) функция у = Кл? возрастает при х > 0 и убывает при 
х<0: 

6) функция у = Ах? возрастает при х > 0 и возрастает при 
х<0: 

в) функция у = Ах? убывает при х > 0 и убывает при х < 0; 
г) функция у = Ах? убывает при х > 0 и возрастает при 
х<07 


. Если № < 0, то какое из утверждений верно: 


а) функция у = 4х? возрастает при х 2 0 и убывает при 
х<0; 

6) функция у = Ах? возрастает при х > 0 и возрастает при 
х< 0; 

в) функция у = кх? убывает при х > 0 и убывает при х < 0; 
г) функция у = Кх? убывает при х > 0 и возрастает при х < 0? 
ла, если А > 07 


Какую функцию называют ограниченной снизу? 
Какую функцию называют ограниченной сверху? 


. Как по графику функции установить, является ли она огра- 
12. 


ниченной снизу? 
Как по графику функции установить, является ли она огра- 
ниченной сверху? 

Какова область значений функции у = Ах?, если № > 07 
Какова область значений функции у = Ах?, если № < 0? 
Если № > 0, то какое из утверждений верно: 

а) функция у = Ах? выпукла вверх; 

6) функция у = Ах? выпукла вниз? 

Если № < 0, то какое из утверждений верно: 

а) функция у = Ах? выпукла вверх; 

6) функция у = Ах? выпукла вниз? 

Перечислите свойства функции и = #х* при № > 0. 
Перечислите свойства функции и = Кх? при К < 0. 


ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = 5. 


В этом параграфе мы познакомимся с новой функцией — функцией 


Коэффициент # может принимать любые значения, кроме й = 0 
(при № = 0 получаем функцию у = 0). Рассмотрим сначала случай, 
когда № = 1; таким образом, сначала речь пойдёт о функции у = 2. 
Чтобы построить график функции у = №. поступим так же, как в 
предыдущем параграфе: дадим независимой переменной х несколько 


конкретных значений и вычислим (по формуле у = 2) соответству- 


ющие значения зависимой переменной у. Правда, на этот раз удобнее 
проводить вычисления и построения постепенно, сначала придавая 
аргументу только положительные зн. я, а затем — только 
отрицательные. 


Т ЭТАП. Если х = 1, то у = 1 (напомним, что мы пользуемся 
формулой у = №}; 


ели х= 2, тоу= 
если х = $, тоу 2; 


если х = 4, тоу = 1: 


Ету рр 


Таким образом, мы составили следующую таблицу: 


Е 


Рие. 55 


Построим найденные точки (1: 1). [21 |, [&1 


=), (Б) 


координатной плоскости хОу (рис. 55, а). Эти точки намечают 


некоторую линию, начертим её (рис. 55, 0). 


П ЭТАП. 
Если х = 1. тоу=-1; 


осли х=-2, тоу= 


если х= 1, тоу= -2; 
если х = 4, туз 65 


сели ха 1, оу. 


Таким образом, мы составили следующую таблицу: 


Построим найденные точки (-1: —1), [ 


мечают некоторую линию, начертим её (рис. 56, 6). 


3-4] на координатной плоскости хОу (рис, 56, а). Эти точки па- 


Теперь объединим два этапа в один, т. е. из двух рисунков (55, 0 


и 56, 0) сделаем один. Получим (рис. 57) график функции и = 1, его 


называют гиперболой. 


Рие. 56 а в 


Рие. 57 Рис. 58 


Попытаемся по чертежу описать геометрические свойства ги» 


перболы. 
Во-первых, видим, что гипербола состоит из двух частей — их 

И ====== 
Во-вторых, замечаем, что гипербола обладает симмет- 


гипербола рией. Любая прямая, проходящая через начало координат 
ветви гиперболы | — и расположенная в первом и третьем координатных углах, 
пересекает гиперболу в двух точках, которые лежат па 
этой прямой по разные стороны от точки О, но на равных расстояниях 

от меё (рие. 58). 
Доказать симметричность гиперболы относительно начала ко 
ординат нетрудно. Пусть а > 0; возьмём на правой ветви гиперболы 


точку [а: 1). Если в уравнение у = 1 подставить значение х = 


получим у = 


] принадлежит гиперболе, точнее, 


еб левой ветви. Но точки 


и [-а: 1 | симметричны относитель- 
мо начала координат. Итак, О — центр симметрии гиперболы. 

В-третьих, замечаем, что каждая ветвь гиперболы в одном на- 

правлении подходит всё ближе и ближе к оси абецисе (правая — 

к положительному лучу оси х, левая — к отрицательному), а в другом 

направлении — к оси ординат. В подобных случаях соот- 

а петствующие прямые называют асимитотами. Значит, 


график функции у = +, т. е. гипербола, имеет две асимптоты: ось х 
иоъу. 


Если внимательно проанализиро- 
вать построенный график, то можно 
обнаружить ещё одно геометрическое 
свойство, не такое очевидное, как 
три предыдущих (математики обычно 
говорят так: более тонкое свойство}. 
У гиперболы имеется не только центр 
симметрии, но и оси симметрии. 

В самом деле, построим прямую 
у = х (рис. 59). А теперь посмотрите: 


точки [#4] н (5 


2] расположены по 


разные стороны от проведённой пря- 
мой, но на равных расстояниях от неё, 
они симметричны относительно этой 


#4} & 


и вообще о точках (а: 1] и (2а), где, конечно, 4 0, Сле- 


Рие. 59 


примой. То же можно сказать о точках («1 и 


дователью, прамая у = х — ось симметрии гиперболы у = 1. 


Заметим, что у гиперболы у = Ё есть ещё одна ось симметрии — 
прямая у = -х (см. рие, 59). 


радетели, 
Найти наименьшее и нанбольшее значения функции у = 2: 


а) на отрезка [#4 6) на полуинтервале [-8; —1). 


СЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = 2. 


ШИСТТТТТУШШИ +) Построны график бунан = и выделим ту ето часть, 


Рис. 60 


которая соответствует значениям переменной х из отрезка 
і 4] (рис. 60). Для выделенной части графика находим: 
И = (при хе 4): Иа = 2 (при х = Д). 


Рие. 61 


6) Построим график функции у = № и выделим ту его часть, 


которая соответствует значениям переменной х из полунитервала 
1-8: 1) (рие. 61). Для выделенной части графика находим: 


Узлы не существует Иа = — 8 (при х = -8). 


В предыдущем пункте мы рассмотрели функцию у = х дли случая, 
когда № = 1. Пусть теперь & — положительное число, отличное от 1, 
например = 2. Рассмотрим функцию у = 2 и составим таблицу зна- 
чений этой функции: 


 аоарап 
2 2 


Рие. 62 


Рис. 63 


ва 


Отметим точки (1; 2), (2; 1), (- 


координатной плоскости (рис. 62, а). Они наме 


Ы РЕ 
1 Е 
[1-2 
е: } 
-2 
4 
а в 


некоторую линию, состоящую на двух ветвей; проведём её (рис. 62, 0). 
Как и график функции у "1, эту линию называют гиперболой. 
Рассмотрим теперь случай, когда й < 0; пусть, например, за- 


дана функция у = А. где ® = -1. Построим график функции 


и- 1 


В $ 19 мы отметили, что график 
Функции у = —(х) симметричен 
графику функции и = /(х) относи- 
тельно оси х. Это значит, в чает- 


ности, что график функции у = -1 
симметричен графику функции у = 1 


относительно оси абсцисе (рис. 63). 
Воспользовавшись этим, получим ги: 
перболу © ветвями во втором и чет- 
вёртом координатных углах. 

Итак, графиком функции у = Ез 


Ф = 0) является гипербола, ветви 


которой расположены в первом и третьем координатных углах, 
если К > 0 (рис. 64), и во втором и четвёртом координатных углах, 


если № < 0 (рис. 65). 


Рие. 64 


Рие. 65 


Точка (0: 0) — центр симметрии гиперболы, оси координат 
асимптоты гиперболы, прямые у = х, у = -х — оси симметрии 
гиперболы. 


1. Область определения функции состоит из всех чисел, кроме 
х = 0. Используя знак О — знак объединения множеств, можем за- 
писать так: 04) = (-25; 0) О (0; +55). 

2. у> Оприх > 0; у < Оприх < 0. 

3. Функция убывает и на промежутке (-00; 0), и на промежутке 
(0; +55). 


Рассмотрим функцию у = * на промежутке (0; +25). Пусть 
1 < ху. Так как ху и х; — положительные числа, то из х; < х; следу- 


ет Е > 2 (см, пример 1 из $ 12), и далее, поскольку д > 0, + >=, 


т.е. Их) > Их. 
Итак, из неравенства х; < х; следует, что /(ху) > /(хз). Это значит, 
что функция убывает на открытом луче (0; +55). 


Рассмотрим функцию у = & ма промежутке (90; 0). Пусть ху < ха, 


ху и х; — отрицательные числа. Тогда —х1 > -хз, причём обе части 
сослодтего нерезваства — поожительные чисза; потоку 1 < 1 
= < 


(мы снова воспользовались неравенством, доказанным в примере 1 из 
$12). Далее имеем: ра 


© 


Итак, из неравенства х; < хз следует, что /(х1) > /(хз), т. е. функ" 
ция у = 1 убывает па открытом луче (56; 0). 


Обратите внимание: нельзя говорить о том, что функция убывает 
во всей своей области определения. Смотрите: возьмём х; = 1, ху = 1. 
Тогда /(хн) — отрицательное число, а (хз) — положительное число. 
Здесь из ху < х; не следует ха) > Кх). 

4. Функция не ограничена ни снизу, ни сверху. 


к 


ЕЕСТЕЕНЗИУЗСЕМ Б самом деле, предположим, что функция у= = ограни, 


чена сверху, т. е. все значения функции меньше некоторого числа М 
(можно считать, что М > 0). Возьмём на открытом луче (0; +55) точку 
* ат 
рут: Тогда Г) = А: т 
точку, в которой значение функции больше М. Получили противо” 

речие, значит, функция ие ограничена сверху. 
Аналогично можно доказать, что функция не ограничена снизу. 


ж = =М+1 > М. Мы нашли 


5. Ни наибольшего, ни наименьшего значений у функции нет. 
Это сразу следует из её неограниченности. 

6. Функция непрерывна на промежутках (90; 0) и (0; +00) 
и претерпевает разрыв в точке х = 0. 


7. Область значений функции — объединение двух открытых лу- 
чей: Е(/) = (90; 0) О (0; +99). 


1. 2 = (99; 0) 0 (0; +55). 

2. у> Оприх < 0; у < О при х > 0. 

3. Функция возрастает м на промежутке (-05; 0), и на промежутке 
(0: +5) (по не во всей области определения). 

4. Функция ие ограничена ии снизу, ии сверху. 

5. Ни наибольшего, ни наименьшего значений у функции нет. 

6. Функция непрерывна на промежутках (е; 0) и (0; +55) и пре- 
терпевает разрыв в точке х = 0. 

7. Область значений функции — объединение двух открытых лу- 
чей: ЕЙ = (90; 0) 0 (0; +55). 


Решить уравнение 3 = 5-х. 


| арешение, 1) Рассмотрим дье функции: у = 4 нуз5- 
2) Построим график функции у = 4 — гиперболу (рис. 66). 


3) Построим график линейной 
функции у = 5 — х. Это — прямая, 
её можно построить по двум точкам 
(0; 5) и (5; 0). Прямая изображена на 
том же рисунке 66. 

4) По чертежу устанавливаем, что 


Значит, заданное уравнение имеет 
два корня: 1 и 4 — это абециссы то- 
чекА и В. 


Построить м прочитать график функции у = /(х), где 
=х?, если -2<х< 
= 1 


„если х > 1. 


х 


ПШИТТҮТТШШШ построим параболу у = х? и выделим ©ё часть на отрезке 


[-2; 1] (рие. 67). Затем построим гиперболу у = Е" и вы- 
делим её часть на открытом луче (1; +90) (рис. 68). Наконец, оба 
«кусочка» изобразим в одной системе координат — это и будет гра- 
фик функции у = /(х) (рис. 69). 

Перечислим свойства функции у = /(х) (прочитаем график). 

1. д =[-2; +5). 

2. у=От < Опри -2 < х < Фи прих > 0. 

3. Функция возрастает на отрезке [-2; 0], убывает на отрезке 
(0; 1}, возрастает на луче [1; +оо). 

4. Функция ограничена и снизу, и сверху. 

5. унн = —4 (достигается при х = –2); у» = © (достигается при 
х=0). 


Ө 


6. Функция непрерывна в заданной области определения, 
7. Область значений функции — отрезок [-4; 0]. 


На графике рассматриваемой функции (ем. рис. 69) есть две точ- 
ки, обладающие особыми свойствами, — это точки (0; 0) и (1: -1). 
В точке х = 0 заданная функция принимает значение 0, которое боль- 

ше всех значений функции вообще и, в частности, в до- 


точка минимума  статочно близких к х = 0 точках. Словосочетание в 
точка максимума достаточно близких точках означает, что можно указать 


Рие. 69 


интервал с центром в точке х = 0, в котором все значения 
функции (кроме значения в самой 
точке х = 0) меньше 0. Такой интервал 
обычно называют окрестностью точ 
ки. Та же картина с точкой х = 1. 
В точке х = 1 заданная функция при- 
нимает значение —1, которое меньше 
всех значений функции в достаточно 
близких к х = 1 точках, Иными сло- 
вами, можно указать интервал с 
центром в точке х = 1 (окрестность 
точки х = 1), в котором все значения 
функции (кроме значения в самой 
точке х = 1) больше -1. В подобных 
случаях математики говорят так: х = 0 — точка максимума функции 
у = №х), х = 1 — точка минимума функции у = Ңх) — и пишут: рыл, = 
= 0, уыь = -1. Точки минимума м максимума объединяют общим на- 
званием: точки экстремума (от лат. ехіғетит — крайний). 
Обратите внимание: узла М уы, а Также Уши М Ин» Могут быть 
равны, но могут быть и не равны. Так, для раесмотренной в примере 3 
функции уыл. = 1, а Илла = —4, Т. е. У 4 Има: В ТО же время ух = 0 
т. ©. уник т нь 


= ЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & - 


Итак, мы можем отметить ещё одно свойство функции, рас, 
смотренной в примере 3. 

Функция имеет две точки экстремума: х = 0 — точка максимума, 
причём уник = 0; х = 1 — точка минимума, причём уыз э 1. 


ПРИМЕР 4 
Построить и прочитать график функции и = /(х), где 
22", если х < 0; 
зу = М, если 0 < х < 4: 


}8, если х > 4. 
х 


Решение 


1) Построим график функции у = 2х? и возьмём ветвь этой 
параболы при х < 0 (рис. 70). 
2 трафик функции 


у= ух и выделим его часть на отрезке 
10; Ч рые. 10). 
3) Построим гиперболу у = + и 


выделим её часть на открытом луче 
(4; +55) (рис. 72; здесь уменьшен мас- 
штаб) 


Э. 

4) Все три «кусочка» изобразим в 
одной системе координат — это и есть 
трафик функции У = (ри, 18). 

Перечислим 
ит Ко). 


Рис, 70 1.000) = (90; +90), 


2. у" О при х = 0: у> Оприхи 0. 


Рис, 72 


3. Функция убывает на луче (20; 0}, 
возрастает на отрезке [0; 4], убыва" 
ет на луче [4; +09), 

4. Функция ограничена снизу, но ме 


ограничена сперху. 
5. ран = = (достигается при л = 0): 


Доказать, что функция у = Дх), где (х) = 2, удовлетворяет соотно- 
шению (функциональному уравнению) 
Их - 3) - Ах + 2) =2,5Их = 3): Лх + 2). 


Имеем: Лх - 3) = 2. 


Кх - + {2 
_8:+29-5:-8).__10_ 
ететт 

С другой стороны, 


250 - 3): Ах + 28-25: рот. 
Итак, 
5 Ка) - А+ 29 в, 


Их - 3) +. 
Значит, /(х 3) - /(х + 2) = 2,5/(х – 3): х + 2), что и требовалось 
доказать. 


Вопросы для самопроверки 

% Как называют график функции у = 2, где А + 0? 

2. В каких четвертях координатной плоскости хОу располага- 
ются ветви графика Функции у = 2, если # > 0? 


СЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = 2. 


. В каких четвертях координатной плоскости хОу располага- 
ются ветви графика функции у = ЕЯ если # < 07 
. Обладает ли график функции у = х осевой симметрией? 


Относительно каких прямых? Какая точка является цен" 
тром симметрии? Как называется такой вид симметрии? 
. Что такое асимптота графика функции у = /(х)? 


6. Запишите уравнения асимптот графика функцин у = ®, 
где вя 0. 


. Если А > 0, то какое из утверждений верно: 


к 


а) функция у = 2 возрастает при х > 0 м убывьет при 


РР 


6) функция у = 2 возрастает при х > 0 м возрастает при 
РЕ 
в) функция у = убывает при х > 0 и убывает при х < 0; 
т) функция у = № убывает при х > 0 и возрастает при 
х<07 
. Если № < 0, то какое из утверждений верно: 
®) функция у = 2 возрастает при х > 0 и убывает при 
хо: 
6) функция у = 2 возрастает при х > 0 и возрастает при 
Жеф 


№) Функция у = 2 убывает при х > О м убывает при х < 0; 


г) функция у = убывает при х > 0 и возраствет при 
хо? 


. Если № > 0, то какое из утверждений верно: 
з) функция у = А выпукла вверх при х > 0 и выпукла вина 
при х < 0; 

б) функция у = 2 выпукла вверх при х > 0 и выпукла вверх 
при х < 0: 


521. Как. трафик функции у = х + т. 


в) функция у = 2 выпукла вниз при х > 0 и выпукла вверх 
при х < 0; 
г) функция у = 4 выпукла 


из при х > 0 и выпукла вина 


10. Если й < 0, то какое из утверждений верно: 
9) функция у = 2 выпукла вверх при х > 0 и выпукла вина 
прих < 0; 

6) функция у = & выпукла вверх при х > 0 и выпукла вверх 
прихо “ 
в) функция у = & выпукла вниз при х > 0 м выпукла вверх 
при х < 0; и 


т) функция у = # выпукла вииз при х > 0 м выпукла вниз 


при х < 0? 
11. Перечислите свойства функции у = Хари &>0. 


12. Перечислите свойства функции у = Б при й = 0. 


Построим в одной системе координат графики функций у = х? 
и у = (х + 3). Графиком первой функции является парабола 
(пунктирная линия на рис. 74). Для функции у = (х + 3) составим 


таблицу значений: 
СС ТВК ЕЗ Е ЗИ ВЕЛИ Го |] 


% 


Рие. 74 


Рие. 75 


Отметив точки (-3; 0), (-2; 1), 
(24: 1), (5: 4), сна, (56: 9), 
: 9) на координатной плоскости и 
соединив их плавной кривой, полу. 
чим параболу (сплошная линия на 
рис. 74). Обратите внимание — это та 
же парабола, что и у = д, но только 
сдвинутая вдоль оси х на 3 единицы 
масштаба влево. Вершина параболы 
теперь находится в точке (-3; 0), а не 
в точке (0; 0), как для параболы у = 
=. Осью симметрии служит прямая 
„ане х = 0, как это было в слу. 
чае параболы у = х?. 
строить в одной системе координат графики функций 
у= х? иу = (х – 2), то заметим (рис. 75), что второй график получается 
из первого сдвигом (или, как ещё говорят, параллельным переносом) 
вдоль оси х на 2 единицы масштаба вправо. 

Точно так же обстоит дело и с графиками других функций. 
Например, график функции у = –2(х — 4): — парабола, которая 
получается из параболы у = —2х* сдвигом (параллельным переносом) 
вдоль оси х на 4 единицы масштаба вправо (рис. 76). 


Рие. 76 


Можно сформулировать следующее правило. 


Правило 1 Чтобы построить график функции у = /(х + 0, где 1 — 
заданное положительное число, нужно сдвинуть график 
функции у = х) вдоль оси х на [ единиц масштаба влево. 

‘Чтобы построить график функции у = Йбх = 0, где 1 — 
заданное положительное число, нужно сдвинуть график 
функции у = /(х) вдоль оси х на { единиц масштаба вправо. 


ё 


| Построить график функции у = Ух 


Вспомните, как выглядит график функции у = Ух 
(см. рис. 14, 0 а $ 13). Это ветвь параболы. Её надо сдвинуть 
Г] право на 3 единицы масштаба, 

е. начинать строить график не 
из точки (0; 0), а из точки (0; 3). 
График изображён на рисунке 77. 


ПРИМЕР 2 


Постронть график функции у = 5-5. 


Построив гиперболу у = -2 и сдвинув её вдоль оси х влево 
на 5 единиц, получим требуемый график (рис. 78). 


Рие. 78 
Обратите внимание, что для гиперболы у = -2 асимптотой слу- 


жила ось у (прямая х = 0), а для гиперболы у = ХВ 5 асимитотой 


служит х = -5, т. е. асимптота (вместе с графиком) сдвину- 
лась влево на 5 единиц. 


По сути дела, речь шла о построении графика функции 
у= +0, 


—Г=] ГЛАВА З. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & тте 


где | — любое число, как положительное, так и отрицательное, Вы, 
наверное, заметили, что сдвиг графика осуществлялся на самом деле 
на |{ единиц, а направление сдвига как раз и определялось знаком чис- 
ла (: при 1 > 0 сдвиг осуществлялся влево, а при | < 0 — вправо, 


Построим теперь в одной системе координат графики функций | Љ 
у = хі (пунктирная линия на рис. 79) иу = х? + 4. Составим таблицу | 7 
значений для функции у = х? + 4: 


Отметив точки (0; 4), (1: 5), (-1: 5), (2; 8), (-2; 8) на координатной 
плоскости н соединив их плавной кривой, получим параболу (сплош- 
ная линия на рис. 79). Обратите внимание — это та же парабола, что и 
у = х?, она получена из параболы у = х? сдвигом вдоль оси у на 4 
единицы масштаба вверх. Вершина 
параболы теперь находится в точке 
(0; 4), а не в точке (0; 0), как для 
параболы у = х?. Осью симметрии по- 
прежнему служит прамая х = 0, как 
это было и в случае параболы у = х2. 

Если же построить в одной системе 
координат графики функций у = х2 и 
ут х? – 2 (рис. 80), то заметим, что 
второй график получается из первого 
сдвигом (параллельным переносом) 
вдоль оси у на 2 единицы масштаба 
вниз. 

Точно так же обстоит дело и с | Г 


Рие. 79 графиками других функций. Напри- 


мер, график функции у = 2х? — 3 — парабола, которая получается иа 
параболы у = 22° сдвигом (параллельным переносом) вдоль оси у на 3 
единицы масштаба вниз (рис. 81). 

Вообще справедливо следующее правило: 


Правило 2 Чтобы построить график функции у = /(х) + т, где 
т — заданное положительное число, надо осуществить 
параллельный перенос графика функции у = Их) вдоль оси 
у на т единиц масштаба вверх; чтобы построить график. 
функции у = /(х) – т, где т — заданное положительное 
‘число, нужно осуществить параллельный перенос графика 
функции у = /х) вдоль оси у на т единиц масштаба вниз. 


Рис. 80 


Построить график функции у = 2:2 + 5 


ПЕШЕСТТУЕИТ ВИ Построне параболу у = -2=? и сдвинув её вдоль оси у вверх 


на 5 единиц, получим график функции у = 


25? + 5 (рис, 82). 


Рие, 82 


|3 


ПРИМЕР 4 


Построить график функции у = 2 — 2. 


Решение 


Построив гиперболу у = 2. и сдвинув её вдоль оси у аниа на 


2 единицы, получим график функции у = 3 — 2 (рис. 83). 


Обратите внимание, что и 
горизонтальная асимптота гиперболы 
сдвинулась на 2 единицы вниз: для 


помобокы у = ижмтто скам 
ось х (прямая у = 0), а для гиперболы 
у= $ – 2 асимитотой служит прямая 
у=-2. 


По сути дела, речь шла о построении графика функции у = 
= =) + т, где т — любое число, как положительное, так и отри- 
цательное. Вы, наверное, заметили, что, думая, на сколько единиц 
масштаба надо сдвинуть вдоль оси у график функции и = /(х), мы не 
обращали внимание на знак числа т; сдвиг графика осуществлялся 
ва самом деле на [т| единиц. А вот направление сдига ках раз и 
‘определялось знаком числа т: при т > 0 сдвиг осуществлялся вверх, 
а при т < 0 — вниз, 


ПРИМЕР 5 
Решить уравнение 2 = д? +1. 

1) Рассмотрим две функции: у= 2 ну= 22 +1, 

2) Построим график функции у = 2 — гиперболу (рис. 84). 


3) Построим график функции у = х? + 1. Это — парабола, она 
изображена па том же рисупке 84. 


Решение 


Рис. 84 Рис. 85 


4) По чертежу устанавливаем, что гипербола м парабола пересе- 
каются в точке А(1; 2). Проверка показывает, что на самом деле точка 
А(1; 2) принадлежит и тому и другому графику. Значит, уравнение 
имеет единственный корень х = 1. 


| 0твет на 


Построить и прочитать график функции у = /(х), где 


4 


[о + 202, если -4 < х <0; 
м 


ТШИСТТТТТУШШШ Сначала построим параболу у = (х + 2)! и выделим её часть 
на отрезке [-4: 0] (рис. 85). Затем построим параболу 
у = 4 – хі и выделим её часть на 
открытом луче (0; +55) (рие, 86). На- 
конец, оба «кусочка» изобразим в од- 
ной системе координат — это и будет 
график функции и = /(х) (рис. 87). 
Перечислим свойства функции 
у= =), т, е. прочитаем график. 
1. Область определения Функции: 
1х = [-4; +99), 
2. у = О при х = -2 и при х = 2; 
у>Опри-4<х<-2ипри-2<х<2; 
у < О при х 


Их) 


если х > 0. 


Рис. 86 


Рие. 87 


Рис. 88 


ПРИМЕР 7 


3. Функция убывает на отрезке [-4; 
—2], возрастает на отрезке [-2; 0], 
убывает на луче [0; +5). 

ия ограничена сверху, но не 


5, у.е ме существует; у = 4 (лости- 
тается при х = -4 и при х = 0). 

6. Функция непрерывна в заданной 
области определения. 

Т. Область значений функции — 
луч (-20; 4}; это хорошо видио по 
графику, сли спроецировать его на 


— точка минимума, причём 
точка максимума, 


Построить график функции у = (х - 2) - 3, 
Осуществим построение по этапам. 
ТЭТАП. Построим график функции џ = х? (пунктирная ли- 


П ЭТАП. Сдвинув параболу у = х? 
на 2 единицы вправо, получим график 
функции у = (х - 2} (тонкая линия на 
рис. 88). 

Ш ЭТАП. Сдвинув параболу у = 
= (х - 2) на 3 единицы вниз, полу- 
чим график функции у э (х- 2} -3 
(жирная линия на рис. 88). 


6 


Рие. 89 


ствиях, такое решение не очень понравится, хотя оно абсолютно 
правильное. Он спросит: «Зачем мне строить три графика, когда я 
могу обойтись построением только одного графика? Ведь факти- 
чески трафиком функции џ = (х — 2)? — 3 является та же парабола, 
что служила графиком функции у = х?, только вершина параболы 
переместилась из начала координат в точку (2; -3). Поэтому, 
продолжит математик, — я сделаю так: перейду к вспомогательной 
системе координат є началом в точке (2; 8). Для этого построю 
(пунктиром) прямые х = 2 и у = -3 (рис. 89). В этой вспомогательной 
системе координат воспользуюсь шаблоном параболы у = х?, то есть 
“привяжу” график функции и = х? к новой системе координат и п 
итоге получу требуемый график (рис. 90)». 

Попробуем воспользоваться советом математика при решении 
следующего примера. 


ПРИМЕР 8 


Построить график функции у = —2(х + 3) + 1. 


ПШИТТТТТТУШШЕ |) Перейдем к вспомогательной системе координат с началом 


в точке (-3; 1) (пунктирные прямые х = -3, у = 1 на рис, 91). 

2) «Привяжем» функцию у = -2х? к новой системе координат. 

Как это сделать? Можно так. Выберем контрольные точки для 

трафика функции у = 2х2: (0; 0), (1; —2), (-1; —2), (2; —8), (-2; -8), 

но строить их будем не в старой. а в новой системе координат (эти 

точки отмечены на рис. 91). Затем через полученные точки проведем 
параболу — это и будет требуемый график (рие. 92). 


8 


Рие. 92 


Итак, мы получили два алгоритма построения графика функции 
иет. 


ЗЖЕБӘӘӘӘӘН АЛГОРИТМ 1 


Построить график функции у = /(х). 

Осуществить параллельный перенос графика функции у = Их) 
вдоль оси х на [| единиц масштаба влево, если 1 > 0, и вправо, 
если 1 < 0. 

3. Осуществить параллельный перенос полученного на втором шаге 
графика вдоль оси у на |т| единиц масштаба вверх, если т > 0, и 
вниз, если т < 0. 


т 


я проведя (пунктиром) вепо- 
могательные прямые х = —| - е. выбрав началом новой 
системы точку (-(: т), 


2. Привязать» график функции у = /(х) к новой системе координат. 


На практике пользуйтесь тем алгоритмом, который вам больше 
нравится. 


ТШИСТТТТТУШШШ 1) перейдём к эспомогательной системе координат с на 


Построить график функции у = \/х-1 — 


лом в точке (1; -2) (пупктирные прямые х = 1 ну = -2 
на рис. 93, а). 


Д 


Рие, 93 


2) Привяжем» функцию у = Ух к новой системе координат. Для 
09] этого выберем контрольные точки для функции у= \/х, например (0; 0), 
(1:1), 4; 2), 09: 3), но строить их будем не в старой, а в новой систе 
ме координат (эти точки отмечены на рис. 93, а). Построим ветвь 
параболы, проходящую через выбранные точки, — это и есть требуе- 
мый график (рис. 93, 6). 


ПРИМЕР 10 №№ | 


Построить график функции у = х? — 4х + 5, 


Вы, наверное, подумали, какое отношение имеет этот 
пример к тем преобразованиям графиков, которые мы об- 
суждаем? Оказывается, самое прямое. Чтобы в этом убедиться, 
применим к квадратному трёхчлену х? – 4х + 5 метод выделения 

полного квадрата (ом знаком вам из курса алгебры 7-го класса): 


зї 4х +5 (02 - 45+ +1 (0-20 +1. 
Для построения графика функции и = (х — 2) + 1 перейдём к но- 
вой системе координат є началом в точке (2; 1) (пунктирные прямые 
х= 2 иу = 1 на рис, 94). «Привяжем» функцию у = х? к новой 


Рис. 94 Рис. 95 


# 


ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = 5. 


системе координат. Для этого выберем контрольные точки для функ” 


ции у = х2: (0; 0), 


Е, СВ 1), (2 


), но строить их будем 


ме в старой. а в новой системе координат (эти точки отмечены на 
рис. 94). По этим точкам построим параболу — это и будет требуемый 
график (риє. 95). 


Вопросы для самопроверки 


Расскажите, как вы будете строить график функции 
у=  - 3), если на координатной плоскости хОу задан гра- 
фик функции и = /(х). 

Расскажите, как вы будете строить график функции у= (х4 1), 
если на координатной плоскости хОу задан график функ 
ции у = Й). 

Расскажите, как вы будете строить график функции у = 
= <) – 3, если на координатной плоскости хОу задан гра- 
фик функции у = /( 
Расскажите, как вы будете строить график функции 
у= =) + 1. если на координатной плоскости хОу задан гра- 
фик функции у = /(х). 

Расскажите, как вы будете строить график функции 
ут 0—3) + 2, если на координатной плоскости хОу задан 
трафик функции у = Кх). 

Расскажите, как вы будете строить график функции у = 
= = + 2) - 1, если на координатной плоскости хОу задан 
трафик функции у = Их). 

Сформулируйте алгоритм 1 построения графика функции 
у= + 0+ т. 

Сформулируйте алгоритм 2 построения графика функции 
у = +0 т. 

Какой алгоритм построения графика функции и = Их +0 + 
+ т вам больше правится? Каким вы будете пользоваться 
при решении задач и почему? 

Как, используя метод выделения полного квадрата (вспом- 
пите пройденпое в 7-м классе), преобразовать квадратный 
трёхчлен х2 ~ бх + 10, чтобы построить график функции 
у= х? – бх + 10? Проговорите, какой будет последователь- 
ность ваших действий. 


Функцию у = ах? + вх + с, где а, Б, с — произвольные числа, ноа #0, 
называют квадратичной (ото название можно объяснить тем, что 
старший член данного трёхчлена ах? + Бх + с содержит х*). 


Опираясь на результаты, полученные выше, мы сможем построить 
трафик любой квадратичной функции. Один такой график построен 
в конце предыдущего параграфа. Расемотрим ещё один пример. 

гример 9роророррро 
Построить график функции у = 8х? — бх + 1 


ПШИСТТТТТУШШШ Выполним некоторые преобразования квадратного трёх- 


члена —3х* — бх + 1, конкретнее — выделим полный квад- 


рат: 
802 — бх +1 = 803 + 2х) +1 = (01 +2х+ 0 -+1= 
зб + 1+3 +1 


рие, 96. Й Й 


% 


1:2] ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & Е 


Для построения графика функции у = -3(х + 1)* + 4 перейдём 
к вспомогательной системе координат © началом в точке (-1; 4) 
(пунктирные прямые х = -1 ну = 4 ма рис. 96, а). «Привяжем» функцию 
у = 8х1 к новой системе координат. Для этого выберем контрольные 
точки для функции у = 3х“: (0; 0), (1: 3), (-1: -3), (2; 12), (-2; -12), 
но строить их будем не в старой. а в новой системе координат (эти точ" 
ки отмечены на рис. 96, а). По этим точкам построим параболу — это и 
будет требуемый график (рис. 96, 6). 


образовали квадратный трёхчлен к виду а(х + 1° + т и исполь- 
зовали алгоритм 2 из $ 21 (заметим, что с равным успехом мы могли 
бы использовать и алгоритм 1). Оказалось, что графиком функции 
у= "3х? ~ 6х + | является парабола, которая получается из параболы 
у = -Зх* параллельным переносом. А в конце предыдущего параграфа 
мы видели, что графиком функции у = х’ — 4х + 5 тоже являет- 
ся парабола; она получается параллельным переносом параболы 
у= х*. На самом график любой квадратичной функции у = ах? + 
+ Бх + с можно получить параллельным переносом из параболы 
у = ах?, причём для доказательства этого факта используется та же 
идея — выделение полного квадрата. 


Ө Итак, применив метод выделения полного квадрата, мы пре- 


Графиком квадратичной функции у = ах? + Бх + с является парабола, 


Воспользуемся методом выделения полного квадрата: 
ахі + х + е (ад + х) са[е + 


) += 


ГРИЗ 
нана) и 


Итак, нам удалось преобразовать трёхчлен ах? + 6х + с к виду 
+ = 5. те 5802 
аб +0 + т, где = з, те 486 
Чтобы построить график функции у = а(х + 12 + т, нужно вы- 
полиить параллельный перенос параболы у = ах? так, чтобы вершина 
параболы оказалась в точке (-1; т) (рис, 97). Теорема доказана. 


+ Вх + с служит точка (1; т), где! = 


служит прямая х = -1, т. е. х= №. 


Рис. 97 


Правило 1 Осью параболы уж аз” + Вх + с служит прямая ха 0 
абсцисса хо вершины параболы вычисляется по формуле 
= 


Формулу для ординаты вершины параболы но надо запоминать (речь 


идёт о формуле уз = т, т. е. уо = 520). Во-первых, она довольно 


громоздкая, а во-вторых, если известна абсцисса хо, то ординату у 
всегда можно вычислить по формуле фо = хо). где И(х) = ах? + Бх + с. 


| ПРИМЕР С 
Не выполняя построения графика функции у = 3х2 — бх + 1, отве- 
тить на следующие вопросы. 

а) Какая прямая служит осью симметрии параболы? 
6) Каковы координаты вершины параболы? 
в) Куда (вверх или вниз) направлены ветви параболы? 


ПОЕТ ТУТ НИИ 2) Здесь о = -3, = -6. Уравнение оси параболы: х = >, 


т.е. х= -1. 

6) Абсцисса хо вершины параболы нам уже известна: хо 

Ординату уз найдем по формуле из = /(хо). где Кх) = 37 — бх + 
Шо = Гоа) = 1) = 30-107 = 60-1) +1 = 4, 

Итак, вершиной параболы служит точка (-1; 4). 

в) Парабола у = -3=° – 6х + 1 получается параллельным пере- 
носом параболы џ = -3х*. Ветви параболы у = -Вх' направлены вниз 
(поскольку коэффициент при х? отрицателен), следовательно, и у 
параболы у = —8х* – бх + 1 ветви направлены вниз. 


Г] ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & тта 


Для любой функции вида у = ах? + вх + с можно ответить на постав- 
ленные в примере 2 вопросы, не строя параболу — график функции. 
Проще ответить ма вопрос, куда направлены ветви параболы. 


Правило 2 Ветви параболы у = ах? + Вх + с направлены вверх, если 
а > 0, и вниз, если а < 0. 


Несколько сложнее найти уравнение оси параболы х = 2 (при 


ходится немного посчитать). И ещё сложнее (больше вычислений) 
находить координаты вершины параболы: абсциссой является число 
ь 


ж = а ордината уз вычисляется по формуле о = /(хо), где х) = 


= ах? + Вх + с, или по формуле уз = 4 


| ПРИМЕРЗ № | 
Постронть график функции у = 25? — бх + 1. 
ТШИТТТТТТЭШШШ графиком функции является парабола с ветвями, направ 
ленными вверх, поскольку старший коэффициент 2 — 
положительное число. Найдём координаты вершины параболы. 
Имеем: а = 2,5 = -6; 
хо 9, = 105; в = хо = 1,5), 
где Їх) = 2х? – бх + 1. Значит, 
ш = 1,5) =2- 1,51 -6- 1,541 -3,5. 


ё 


Рие. 98 


с «ё свойства и график 


На рисунке 98, а отмечена точка (1,5; 3,5) — вершина искомой 
параболы, проведена её ось. Чтобы построить саму параболу, посту- 
пим так: возьмём на оси х две точки, симметричные относительно оси 
параболы, например точки х = 0 и х = 3; вычислим значения функ" 
ции в этих точках, при этом учтем, что /(0) = /(3). Имеем /(0) = 1, сле- 
довательно, и /(3) = 1. Точки (0; 1) и (3; 1) отмечены на рисунке 98, а. 
Теперь, зная три точки, построим искомую параболу (рис. 98, 0). 


Фактически мы получили алгоритм построения графика квад- 
ратичной функции. Оформим его. 
ӘННӘ АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ПАРАБОЛЫ у = ах? + Бх + с 
Найти координаты вершины параболы, построить на координат" 
ной плоскости соответствующую точку, провести ось параболы. 
2. Отметить на оси х две точки, симметричные относительно оси 
параболы (чаще всего в качестве одной из таких точек берут точ- 
ку с абециссой х = 0), найти значения функции в этих точках; 
построить на координатной плоскости соответствующие точки. 
3. Через полученные три точки провести параболу (для большей 
точности полезно взять ещё одну пару точек, симметричных от- 
носительно оси параболы; тогда строят параболу по пяти точкам). 


ПРИМЕРА 8 == Е === =4 


Найти наибольшее и нанменьшее значения функции у = 2х2 + 8х 5 
на отрезке [0; 3]. 


ПШИТТТТТТҮШШШ 1 ЭТАП. Построим параболу, служащую графиком заданной 
функции, Воспользуемся алгоритмом. 


Значит, вершиной параболы служит точка (2; 3), а осью парабо- 
лы — прямая х = 2 (рис. 99, а). 


Рие. 99 


ё 


Ге] ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & тте 


2) Возьмём на оси х две точки, симметричные относительно оси 
параболы, — точки х = 0 и х = 4. Имеем: /(0) = /(4) = -5; построим на 
координатной плоскости (см. рие. 99, а) точки (0; 5) м (4; -5). 

3) Через точки (2; 3), (0; —5), (4; -5) проводим параболу (рис. 99, 0). 

П ЭТАП. Выделим часть построенного графика на отрезке [0; 3] 
(см. рис. 09, 6). Замечаем, что уан = —5 (достигается в точке х = 0), а 
Уньш = З (достигается в точке х = 2). 


Има = —5, Ина = З. 


Вопросы для самопроверки 


1. Какую функцию называют квадратичной? 
2. Что является графиком функции у = ах? + Вх + с, гдеа 0? 
3. Как вычислить абсциссу хо вершины параболы у = ах? + 
+в +? 
4. Какая прямая служит осью симметрии параболы у = ах? + 
вх +? 
Б. Что шодо олслагь, чтобы пайти ордипату вершины паребо- 
лы 
6. Если а > 0, то какое утверждение верно: 
а) ветви параболы у = ах? + Вх + с ивправлены вверх; 
6) ветви параболы у = ах? + Вх + с направлены вниз? 
7. Если а < 0, то какое утверждение верно: 
а) ветви параболы у = ах? + Вх + с направлены вверх; 
6) ветви параболы у = ах? + Бх + с направлены вниз? 


С квадратными уравнениями вы уже встречались в 7-м классе. На- 
помним, что квадратным называют уравнение вида ах? + Бх + с = 0, 
где а, $, є — любые числа (коэффициенты), причём а # 0. Используя 
знания о некоторых функциях и их графиках, мы уже теперь в со- 
стоянии, не дожидаясь изучения темы «Квадратные уравнения» (это 
будет позднее, в главе 4), решать некоторые квадратные уравнения, 
причём различными способами; мы рассмотрим эти способы на 
примере одного квадратного уравнения. 


рис. 100 


Рис. 101 


Решить уравнение х? ~ 2х -3=0. 


ПШИТТТТТТУШШШ Первый способ. Построим график функции у = х? = 2х = 3, 


воспользовавшись алгоритмом из $ 22: 
1а= 1, 6 = -2; 
жеб е ЛЮ 1-2-3 -4. 


Значит, вершиной параболы служит точка (1; 4), а осью пара 
болы — прямая х = 1. 

2) Возьмём на оси х две точки, симметричные относительно оси 
параболы, — точки х = -1 и х = 3. Имеем: (-1) = ДЗ) = 0; отметим 
на координатной плоскости точки (-1; 0) и (3; 0). 

3) Через точки (1: 0), (1; —4), (3; 0) 
проводим параболу (рис. 100). 

Корнями уравнения 

2 -2=-3=0 
служат абсциссы точек пересечения 
параболы с осью х: 

2: = -1, х,=8. 

Второй способ. Преобразуем урав- 
нение к виду х? = 2х + 8. Построим 
в одной системе координат графики 
функций у = х! и у = 2х + 3 
(рис. 101). Они пересекаются в двух 
точках: А(-1; 1) м В(3; 9). Корнями 
уравнения служат абсциссы точек А 
и В, следовательно, ху = —1, хз = 3. 

Третий способ. Преобразуем уравненне к виду д? — 3 = 2х. 
Построим в одной системе координат графики функций у = х? - Зи 
у = 2х (рис, 102). Они пересекаются в двух точках: А(- 
В(3; 6). 


СД 


ё 


=] ГЛАВА З. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & тта 


Корнями уравнения служат абециссы точек А и В, значит, х = -1, 
х = 3. 
Четвёртый способ. Преобразуем уравнение к виду | 


ж2-20+1-4=0 


ё 


и далее 
х? 2х1 = 4, т.е. (х- 107 4. 


‘раболу у 


Построим в одной системе координат 


прямую у = 4 (рис. 103). Они пересекаются в двух точказ 
В(3; 4). Корнями уравнения служат абсциссы точек А и В, следова- 
тельно, хз = -1, х= 3. 


ГГ] рые. 104 


Пятый способ. Заметив, что в данном случае х = 0 не является | 


Рис. 103 


корием уравнения, и разделив почленно обе части уравнения па х, 
получим 


ё 


х-2-2.0 
и далее 
х-2= 2. 
Построим в одной системе координат гиперболу у = З и прямую 
у = х – 2 (рис. 104). Они пересекаются в двух точках: А(-1; -3) и 


113; 1). Корнями уравнения служат абециссы точек А и В, аначит, 
ху -1, х3. 


Итак, квадратное уравнение х? - 2х - 3 = 0 мы решили графически 
пятью способами. Давайте проанализируем, в чем суть этих способов. 

Первый способ. Строят график функции у = ах? + 6х + с и находят 
точки его пересечения с осью х. 


Рие. 105 


Второй способ. Преобразуют уравнение к виду ах? = вх - с, строят 
параболу у = ах: и прямую у = ёх — с и находят точки их пересечения 
(корнями уравнения служат абсциссы точек пересечения, если тако- 
вые имеются). 

Третий способ. Преобразуют уравнение к виду ах? + с = —Вх, строят 
параболу у = ах? + си прямую у = —вх (она проходит через начало 
координат) и находят точки их пересечения. 

Четоёртый способ. Применяя метод выделения полного квадрата, 
преобразуют уравнение к виду 

ах + +т-0 


и далое 
абх + 1 = -т. 
Строят параболу у = а(х + 0: и прямую у = -т, параллельную оси х, 
и находят точки пересечения параболы и прямой. 
Пятый способ. Если с # 0, то значение х = 0 не является корнем 
уравнения. Заметив это, преобразуют уравнение к виду 


ве ы. Е. 0, 
и 
е 
ах+Ьь+ = =0, 
и дале 


Строят гиперболу у = < (это — гипербола при условии, что 


с 0) и прямую у = -ах — В и находят точки их пересечения. 

Заметим, что первые четыре способа применимы к любым 
квадратным уравнениям, а пятый — только к тем, у которых с # 0. 
На практике вы вольны выбирать любой способ, который вам больше 
иравитея. 


Несмотря на обилие способов графического решения квадратных 
уравнений, уверенности в том, что любое квадратное уравнение мы 
сможем решить графически, нет. 
Пусть, например, нужно решить урав" 
нение х? = х - З = 0 (специально 
возьмём уравненне, похожее на то, 
что было рассмотрено в примере). 
Попробуем его решить вторым спо" 
собом: преобралуем уравнение к виду 
з? = х + 3, построим параболу у 
и прямую у = х + 3, они пересекаются 
в точках А и В (рис. 105), значит, 
уравнение имеет два корня. Но чему 
равны эти корни, с помощью чертежа 
мы сказать не можем — точки А и В 


функция 


> а 


ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = & 


имеют ие такие «хорошие» координаты, как в приведённом выше 
примере. 

А вот ещё один пример: решить уравнение х2 ~ 16х — 95 = 0. 
Попробуем его решить, скажем, третьим способом. Преобразуем 
уравнение к виду х? — 95 = 16х. Теперь надо построить параболу у = 
= хі – 95 и прямую у = 16х. Но ограниченные размеры листа тетради 
не позволят этого сделать, ведь параболу у = х“ нужно опустить на 95 
клеточек вниз. 

Итак, графические способы решения квадратного уравнения 
красивы, приятны, но не дают стопроцентной гарантии решения лю- 
бого квадратного уравнения. Учтём это в дальнейшем. 


Вопросы для самопроверки 


1. Расскажите, как вы будете графически решать уравнение 
х? + 2х -3* 0. Предложите несколько способов. Решите 
это уравнение одним ил предложенных вами способов. 

2. Сколько способов решения квадратного уравнения графи" 
ческим методом вы узнали в этом параграфе? Какой из спо- 
собов вам понравился больше всего? 

3. Всегда ли удобно решать квадратное уравнение графиче- 
ским способом? Если нет, то приведите пример такого урав- 
нения и укажите причины неудобства. 


Дробно-линейной называют обычно функцию вида 
ах. 

ит ха" 
На коэффициенты а, Б, с, 4 накладывают ограничения: с # 0 и 


В +. Дело в том, что при с = 0 функция принимает вид у = 


Если же # = Я, то 


теу + В — это линейная функци, 1 


= 3, т.е. получается постоннная 


Функция, определённая всюду, кроме точки х =. Рас- 
смотрение линейной и постоянной функций ме представляет труда, 
мы эти случаи опускаем. 


Для построения графика дробио-линейной функции выделяют из 


неправильной дроби 22-6 целую часть; как это делают, покажем 


ниже в примерах 1 и 2. 


Имеем: 
= 23-4 
ЕЕЕ ааа 


2+1 
Итак, нам падо построить график функции у = А; +1. Для этого 


(см. $ 21) следует перейти к вспомогательной системе координат с на- 
чалом в точке (-2; 1) (пунктирные прямые х = –2, у = 1 на рис. 106, а) 


и привязать» к ней гиперболу у = 24. График представлен на 


Рие. 107 


Итак, нам нужно построить 
график функции у = т + 2. Для 


этого следует перейти к вепомо- 
гательной системе координат © на- 
чалом в точке (1: 2) (пунктирные 
прямые х = 1, у = 2 на рис. 107) 
и «привязать» к мей гиперболу 


у= 3. График изображён на рисун- 
ке 107, 


Вопросы для самопроверки 


1. Какую функцию называют дробно-линейной? 
2. Что представляет собой график дробно-линейной функции? 
3. Запишите уравнения асимптот графика функции 
5-1 
у 


Предположим, что требуется построить график функции у = |/(х)|, 
причём график функции у = Их) нам известен (либо он задан, 
либо мы умеем его строить). Как будет выглядеть график функции 
у = [ху 

Пусть, например, график функции у = (х) изображён на ри- 
сунке 108. Обратите внимание, что Дх) > 0 на луче (55; а] и на 
луче [5; +25). На этих двух промежутках выполняется равеист- 
во |х) = (х). Это значит, что на указанных промежутках график 


# 


Рие. 109 


функции у = |/(х)| совпадает е графиком функции у = /(х). Рас- 
смотрим теперь интервал (а; 6). На этом интервале выполняется 
неравенство /(х) < 0. Но тогда |/(х)| = -/(х), следовательно, на 
интервале (а; 5) пам предстоит построить график функции у = -/(х). 
Для этого соответствующую часть графика функции и = /(х) 
надо отобразить симметрично относительно оси х. 

График функции у = |х\ изображён на рисунке 109. 

Можно предложить следующий алгоритм. 


ЖЫБЫЫЫӘӘЫШ АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКА ФУНКЦИИ у = |х)] 


Построить график функции у = Йбх). 
Оставить без изменения те части графика функцин у = Дх), 
которые лежат пе пиже оси х. 

3. Части графика функции у = /(х), которые лежат ниже оси х, за 
менить на симметричные им относительно оси х. 


ю- 


го следует перейти к вспомогательной системе координат с началом в 
точке (3; 2) (пунктирные прямые х = 3, у = 2 на рис. 110) и «привязать» 


к пей гиперболу у = 2. График изображён па рисупке 110. 


Теперь, воспользовавшись алгоритмом, построим требуемый гра 
фик. Оставим без изменения те части гиперболы, которые лежат не 
ниже оси х — так обстоит дело на промежутках (20; 2] и (3; +55). 
Отобразим симметрично относительно оси х ту часть гиперболы, 
которая лежит ниже оси х, — так обстоит дело на интервале (2; 3). 
В итоге получили требуемый график — он представлен на рисун- 
ке 111. 


Ри. 12 


Предположим теперь, что нам нужно построить график функции 
и = х), причём график функции у = /(х) нам известен (либо он за- 
дан, либо мы умеем его строить). Как будет выглядеть график функ- 
ции у = 00х02 

Пусть, например, график функ- 
щии у = /(х) изображён на рисун- 
ке 112. Рассмотрим его часть при 
х 20. Если х 2 0, то |х| = х, но тогда 
и 1020) = Лх). Это значит, что при х 2 0 
график функции у = /(х|) совпадает с 
трафиком функции у = /(х) (эта часть 
трафика выделена на рис. 112). Далее 
воспользуемся тем, что |х| = |-х| и, 
соответственно, /(х|) = /0-х}). Это зна- 
чит, что в точках с абсциссами х и —х 
ординаты графика функции у = /(х{) 
равны, т. е. это точки, симметричные относительно оси у (рис. 113). 
Итак, интересующий нас график обладает свойством осевой симмет- 
рим относительно оси у, поэтому к уже построенной его ветви при 
х 2 0 надо добавить симметричную ей относительно оси у (рис, 114). 


# 


Можно предложить следующий алгоритм. 


Построить график функции у = 


ивашиший АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФИКА ФУНКЦИИ у = {||} 


1. Построить график функции у = х) и взять его часть при х > 0. 
2. Добавить ветви, симметричные построенным относительно оси у. 


251-4 
-з- 


ПШИСТТТТТУШШИ Построны, как» примере 1, график дробно-линейной функ- 
но возьмём только те части гиперболы, 


лежат в правой координатной полуплоскости (выделены 
на рис. 115). Добавим к ним их симметричные образы относительно 


оси у. В итоге получим требуемый график — 


Рие. 116 


ё 


ГЛАВА 3. КВАДРАТИЧНАЯ ФУНКЦИЯ. ФУНКЦИЯ у = 5. 


Вопросы для самопроверки 


1. Расскажите, как вы будете строить график функции у = |/(х}, 
ея имени хОу задан график функции 
ит о). 

2. Расскажите, как вы будете строить график функции у = /(|хў), 
пели ла тоорахтатай каюности хОу задан трафик функции 
ит й). 


Рассмотрим несколько примеров того, как дерево вариантов, правило 
умножения и правило нахождения вероятностей помогают при работе 
с квадратичными функциями и их графиками — параболами. 


Для контрольной работы составляют различные квадратичные функ: 
цин у= ах? + 6х + с. Коэффициент а произвольно выбирают из чисел 2 
или 3, а коэффициенты Б и с произвольно выбирают из чисел —3, —4 
(совпадения допустимы). 

а) Нарисовать дерево вариантов составления таких квадратичных 
функций. 

6) Сколько всего таких функций можно составить? 

в) Сколько среди них функций, у которых Ь = с? 

г) Сколько среди них функций, у которых коэффициенты а, Б, с 
попарно различны? 


ПШИСТТТТТЭШШШ  постронм дерево всех вариантов. Сначала построим 
«ветвь», отвечающую случаю а = 2: 


' Этот параграф написан П. В. Семеновым. 


6) Всего имеется 8 вариантов, что можно было бы получить и сра- 
зу по правилу умножения (8 = 2.2. 2) без полного дерева вариантов. 


суе 2:1 — 8-8, уж 202 — 


т) Таких функций — тоже половина. Вот они: у = 2х? ~ Зх ~ 4, 
у= 252-45 -3,у= 301-31 - 4, у= 3: — 40-3. 


в) 4; 


г) 4. 


Коэффициент Б 
38, „.. 3,4. рить то тер дуана + ьх: 


которых. положительны; 
г) не содержит точек, у которых обе координаты отрицательны? 


Выбор коэффициента Ь имеет 10 разных исходов: —5, —4, -., 
3, 4, которые мы считаем равновозможными. Итак, наш 
опыт (испытание, эксперимент) имеет № = 10 исходов. 

а) Событие «график функции у = х? + 6х пройдёт через начало 
координат» наступает в тех и только тех случаях, когда при х = 0 
верно, что у = 0. Но так происходит при любых значениях 5. Зна- 
чит, интересующее нас событие достоверно. Его вероятность равна 
10:10=1. 

6) Событие «график функции у = х) симметричен относитель 
но оси ординат» наступает ровно в тех и только тех случаях, когда 
Кх) = 0-х) для всех х. В данном случае х? + Вх = х? – Бх, откуда 
20х = 0, или 5 = 0. 

Значит, интересующее нас событие наступает только при Ь = 0. 
Его вероятность равна 1 : 10 = 0,1. 

в) Событие «график функции у = х? + Вх содержит точки, у кото- 
рых обе координаты положительны» достоверно, так как ветви таких. 
парабол направлены вверх. Вероятность равна 1. 


т) Вершина параболы у = х? + вх — это точка [ ), Если 


7 1 
20, то вершина лежит в третьей координатной четверти и интересу- 
ющее нас событие не наступает. Если же В < 0, то вершина расположе- 
на в четвертой четверти, ветви направлены вверх, парабола проходит 
мерез (0; 0) и (0; 0). Нарисуйте такую параболу, и вы убедитесь, что 
она не содержит точек с двумя отрицательными координатами, Это 
значит, что наступает интересующее нас событие. Значит, нужное 
‘событие наступает только при 2, -1,0. 
Вероятность равна 6 : 10 = 0,6. 


а): бо: мы 00,6. 


одном рисунке построить все 10 парабол и отобрать из них нужные. 
Построения — несложные. Смотрите, парабола у = х? + Вх пересекает 
ось абсцисс в точках (0; 0) и (-5; 0), вершину найти несложно, 
ветви направлены вверх и т. п. Такой подход, кроме всего прочего, 
показывает, как меняется график в зависимости от коэффициента Б 
при х (его часто называют линейным коэффициентом). Оказывается, 
линейный коэффициент в определённой степени контролирует 
«ширину», размах параболы: чем больше по абсолютной величин 
линейный коэффициент, тем большим становится расстояние между 
точками пересечения параболы с осью абсцисс. 


Ө) Другой и более наглядный способ решения состоит в том, чтобы на’ 


Основные результаты 


• В отой главе мы существенно пополнили запас функций, 
графики которых умеем строить. Теперь мы знаем, как об" 


стоит дело е функциями у = #л?, у = Ы для любого козффи- 
циента № я 


— графиком функции у = Кх? является парабола (с ветвя- 
ми, направленными вверх при # > 0 или вниз при А < 0, 
и с вершиной в начале координат); 
— трафиком функции у = а является гипербола: при 
А > 0 — с ветвями в первом и третьем координатных 
углах координатной плоскости; при # = 0 — е ветвями 
во втором и четвёртом координатных углах координат" 
ной плоскости. 
> Мы научились строить параболу 


А ь 
в, с (дед = 0), знаем уравнение её оси симметрии: х = 5. 


ах? + вх + сдля любых а, 


* Мы познакомились с дробно-линейной функцией и научи- 
лись строить её 
* Мы научились, зная график функции и = (х), строить гра- 
фики следующих функций: 
и Их + 0. уе Их) + т, ут Их +0 +, 
и = | и = =. 


| 
| 
| 
| 
| 


КВАДРАТНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 


$27. Основные понятия 
$28. Формулы корней квадратного 
уравнения 
ГЛАВА $29. Теорема Виета 
$30. Разложение квадратного трёхчлена 
на линейные множители 
$31. Рациональные уравнения как 
математические 
модели реальных ситуаций 
$32. Комбинаторные и вероятностные 
задачи к главе 4 


Коэффициенты а, Б, с называют соответственно так: первый или 


старший коэффициент, второй коэффициент или коэффициент при х, 
свободный член. 


уравнение называют приведёиным, если старший коэф- 


Квадратное 
фициент равен 1; квадратное уравнение называют неприведённым, 
если старший коэффициент 


Корнем квадратного уравнения ах? + Бх + с = 0 называют всякое зна- 
чение переменной х, при котором квадратный трёхчлен ах? + Бх + с 


Так, 2х2 - 5х + 3 = 0 — неприведённое квадратное уравиени 
(старший коэффициент равен 2), а х? + Зх – 4 = 0 — приведенное 


квадратное уравнение. Любое неприведённое квадратное 
уравнение можно преобразовать в приведенное. Например, 
неприведённое уравнение 2х* — 5х + 3 = 0 можно заменить 
приведённым, разделив все его члены на старший коэф- 
фициент: х? - 2,5х + 1,5 =0. 

Кроме приведённых и неприведённых квадратных 
уравнений, различают также полные и неполные урав- 
нения. Полное квадратное уравнение — это уравнение 
ах? + Ьх + с = 0, у которого коэффициенты Б и с отличны 
от 0. Неполное квадратное уравнение — это уравнение, 
у которого либо Б = 0, либо с = 0 (а может быть и В = 0, и 
с = 0). Обратите внимание, о старшем коэффициенте а речь 
не идёт, он по определению отличен от нуля. 

Напомним, что многочлен ах? + 6х + с, где а = 0, обыч- 
но называют квадратным трёхчленом. 


ременной х также называют 


корень 
квадратного 


| 


Можно сказать и так: корень квадратного уравнения аз? + вх + 
4-е = 0 — это такое значение х, подстановка которого в уравнение 


обращает его в верное числовое равенство 0 = 0. 
Например, значение х = 1 является корнем квадратного 
трёхчлена 2х? — 5х + р, если р = З (при х = 1 трёхчлен 
2х: - 5х + З обращается в нуль); значение х = 1 но является 
корнем квадратного трёхчлена 22? — 5х + р, вели ру З. 


Решить квадратное уравиение — значит найти все его корни или 
установить, что корней нет. 


Сначала рассмотрим неполные квадратные уравиения, поскольку для 
их решения, как мы увидим, ничего нового придумывать не надо. 
Рассмотрим несколько таких уравнений. 


Решить неполное квадратное уравнение: 
а) 2х* - 1х=0; в)х?-16= д) 3л? + 10=0; 
б) 2 +6х=0; г) 2+ 17=0; е) 52 =0. 


а) 2х1 - 1х =0; 

2х — 7) = 0. 

Значит, либо х = 0, либо 2х ~ 7 = 0, откуда находим х = 8, 
Итак, уравнение имеет два корня: х; = 0, х; = 3,5. 
6-1 + 5х0; 

табх - 5) = 0. 

Уравнение имеет два корня: ху = 0, х = 5. 

в) х2 16-0; 

=. 

Ранее, в $ 9, мы уже говорили о том, что уравнение вида 
22 = а, где а > 0, имеет два корня: /а и —Ма. Следовательно, для 


уравнения х? = 16 получаем х = 4, х; = -4 (мы учли, что У/16 = 4). 
Допускается более экономная запись: ху: = +4. 
т) -252+7=0; 
2х 


я = 3,5. 

Уравпепие имеет два корпа: х = {8,5, х; = –/3,5. И в этом слу- 
чае можно записать короче: хуз = #\/8,5. 

д) 3х? + 10 

зю 2-10. 

Так как выражение 3х? неотрицательно при любых значениях х, 
то уравнение 3х = -10 не имеет корней. Иными словами, нет ни од" 
ного числа, подстановка которого вместо переменной х обратила бы 
ото уравиение в верное числовое равенство. 

Иногда в таких случаях уточняют: нет действительных кор“ 
ней, Дело в том, что в математике, кроме действительных чисел, 
расематриваются так называемые мнимые числа; так вот мнимые 
корни у этого уравнения есть. 

©) Если 5х = 0, то х? = 0, откуда находим х = 0 — единственный 
корень уравнения. 


Этот пример позволяет сделать вывод о том, как решаются непол- 
ные квадратные уравпепия. 

1. Если уравнение имеет вид ах? = 0, то оно имеет один корень 
х0. 

2. Если уравнение имеет вид ах? + Бх = 0, то используется ме- 
тод разложения на множители: (ах + Б) = 0; значит, либо х = 0, 
ь 


либо ах +Ь=0. В итоге получаем два корня: ху = 0, х; = 


Рис. 117 


3. Если уравнение имеет вид ах? + с = 0, то его преобразуют к 


виду алх? = -с и далее х? = С. Правая часть этого уравнения — чис- 


ло, отличное от нуля. В случи 


когда -& — отрицательное число, 


уравнение х? = = не имеет корней (значит, не имеет корней и ис- 


ходное уравнение ах? + с = 0). Если == — положительное число, то 


=: 
тие х? = у имеет два кория: ху. = +} 


ура 


Неполное квадратное уравнение, как мы только что видели, может 
иметь два корня, один корень, ни одного корня. То же можно сказать 
и о полном квадратном уравнении. Почему? 

Мы с вами знаем, что графиком функции у = ах? + бх + с является 
парабола. Корнями квадратного уравнения ах* + вх + с = 0 служат аб- 
сциссы точек пересечения параболы у = ах? + Вх + ссосью х. Парабола 
может пересечь ось х в двух точках, может касаться оси х, т. е. иметь 
с ней лишь одну общую точку, может вообще не пересекаться с осью х 
(рис. 117). Это значит, что квадратное уравнение ах? + 5х + с= 0 
может иметь либо два корня, либо один корень, либо вообще не 
иметь корней. 


В следующем параграфе мы приведём доказательство этого ут- 
перждения, ие опирающееся на геометрические иллюстрации. 

Конечно, неплохо знать, сколько корней имеет квадратное урав" 
нение, но ещё лучше уметь их находить. Если уравнение неполное, 
то, как мы видели выше, особых проблем не возникает, А если 
дано полное квадратное уравнение? Далее на примере одного такого 
уравнения напомним, какими способами мы пользовались до сих пор, 
если приходилось встречаться с квадратным уравнением. 


Решить уравнение х? — 4х + 3 = 0. 


Первый способ. Рассмотрим квадратный трёхчлен х? ~ 4х + 
+ З и разложим его на множители, используя способ груп" 
пировки; предварительно представим слагаемое —4х в виде —х — Зх: 
хах елі -х- Зх += (1) - (45-8) = 
= к Из - = - 1х - 3). 

Значит, заданное уравнение можно переписать в виде (х — 1) х 
х (х - 8) = 0, откуда ясно, что уравнение имеет два корня: хі = 1, 
ху = 3; при х = 1 обращается в нуль множитель х ~ 1, а при х = 3 
обращается в нуль множитель х = 3. 

Второй способ. Рассмотрим квадратный трёхчлен х? – 4х + Зи 
разложим его на множители, используя метод выделения полного 
квадрата; предварительно представим слагаемое 3 в виде 4 — 1: 

хах Велека 10 20-1. 

Воспользовавшись формулой разности квадратов, получим 

(0-2 + 145-2 - 10) (х - 1и - 3). 

Рассуждая, как в первом способе, находим ху = 1, хз = 3. 

Третий способ. Предложенное квадратное уравнение можно ре- 
шить и графическими методами. Вернитесь в $ 21, вспомните разные 
способы графического решения квадратного уравнения и примените 
один из них к данному уравнению. 


Итак, мы знаем много способов решения квадратных уравне- 
ний. Но наши успехи в решении квадратных уравнений до сих пор 
зависели от наличия одного из двух благоприятных обстоятельств: 
1) квадратный трёхчлен удалось разложить на множители; 2) гра- 
фики, которые мы используем для графического решения уравнения, 
пересеклись в «хороших» точках. Надеяться на такие подарки судьбы 
математики, естественно, не могли. Они искали универсальный способ, 
пригодный для решения любых квадратных уравнений, и нашли его; 
о нем и пойдет речь в следующем параграфе. 


Вопросы для самопроверки 


Какое уравнение называют квадратным? 
Что такое приведённое квадратное уравнение? 

Что такое неприведённое квадратное уравнение? 
Преобразуйте уравнение 35° — 5х + 4 = 0 к виду приведён- 
ного квадратного уравнения. 

Преобразуйте уравнение 1,25: + 0,4х - 5 = 0 к уравнению с 
целыми коэффициентами. 


я >в 


6. Что такое полное квадратное уравнение? 
7. Что такое неполное квадратное уравнение? 

8. Что называют корнем квадратного уравнения? 

9. Сколько корней может иметь квадратное уравнение? 


Пусть дано квадратное уравнение ах? + Бх + с = 0. Применим к 
квадратному трёхчлену ах? + 6х + с те же преобразования, которые 
мы выполняли в $ 22, когда доказывали теорему о том, что графиком 
функции у = ах? + Ьх + е является парабола: 


ах ета + Бет [+В] ет 


„=. 


та 


диекриминантом квадратного трёхчлена ах? ны + с (или диекри- 
минантом квадратного уравнения ах? + Бх + с = 0). Таким 
дискриминант. зоа 


5] Обычно выражение Б? – 4ас обозначают буквой О и называют 


ах + хе 


Значит, квадратное уравнение ах? + Бх + с = 0 можно переписать 
в виде 


ь 
(==) “За 
и далее 
.»ү. р. 
(н) -2- а) 
Любое квадратное уравнение ах? + 6х + с = 0 можно преобра- 


зовать к виду (1), удобному, как мы сейчас убедимся, для того, чтобы 
определять число корней квадратного уравнения и находить их. 


Если 0 < 0, то квадратное уравнение ах? + Бх + с = 0 ие имеет корнеј 


Если 2 < 0, то правая часть уравнения (1) — отрицательное 

число; в то же время левая его часть при любых значени- 
ях х принимает неотрицательные значения. Следовательно, нет ни 
одного значения х, которое удовлетворяло бы данному ура 
поэтому уравнение (1) не имеет корней. 


| Решить уравнение 257 + 4х +7=0. 
| Решение КОРЕ КА 


0 = - 4ас= 42 -4.2-1-=16- 56 = -40, 


Так как 2 < 0, то по теореме 1 данное квадратное уравнение не 
имеет корпей. 


Если Р = 0, то квадратное уравнение ах? + Ьх + с = 0 имеет один 
корень, который находится по формуле х = — 3. 


Если 2 = 0, то уравнение (1) принимает вид (= 


Значит, х+ 20, т. ех 


— единственный корень уравнения. 


и 
Помните ли вы, что х = = р. 


абецисса вершины параболы, которая 
служит графиком функции у = ах? + 
+ вх + с? Почему именно это значе: 
пие оказалось единственным корием 
квадратного уравнения ах? + Ьх + с = 
= 0? Ларчик открывается просто: если 
2 = 0, то, как мы ранее установили, 


инает] 2 


4..5). 


Рис. 118 


Графиком же функции 


хх 


За 


ется парабола с вершиной в точке :0) (рис. 118). Таким 


образом, абсцисса вершины параболы и единственный корень квад- 
ратного уравиения при 2 = 0 — одно и то же число. 


| Решить уравнение 4х? ~ 20х + 25 = 0. 
[Решение Уа 
р = - 4ас = (20) – 4-4 - 25 = 400 - 400 = 0. 
Так как Г = 0, то по теореме 2 данное квадратное уравнение име- 
-ф-. Значит, 


ет один корень. Этот корень находится по формуле х 


20 _ 
х= 9-25. 


2,5. 


внимание, что 4х? — 20х + 25 — полный квадрат: 4? — 
— 20х + 25 = (2х – 5). Если бы мы это заметили сразу, то решили бы 
уравнение так: (2х — 5}: = 0, значит, 2х — 5 = 0, откуда получаем 


х = 2,5. Вообще если 0 = 
отметили выше. 


тоа вк фен а(х) — это мы 


Если 0 > 0, то квадратное уравнение ах? + Ьх + с = 0 имеет два 
кория, которые находятся по формулам: 


зе 24440, 2, 030, 
За За 


Перепишем квадратное уравнение ах? + Вх + е = 0 в виде 


ак Н 
(0) 2 


ТЛАВА 4. КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


По условию Р > 0, значит, правая часть уравнения — поло- 
жительное число. Тогда из уравнения (1) получаем, что 


ин +. 
Таким образом, задача свелась к решению двух уравнений: 
Фе 
Из первого уравнения находим: 
з.ы, 
Из второго уравнения находим: 
670-252. 
Итак, заданное квадратное уравнение имеет два корня: 


Замечание приведем правдоподобную версию происхождения термина дискрими 
нант. Вспомните слово «дискриминация». Что оно означает? Оно означает 
ухиткожтє одних и ое других, т. Различите опен к разным 
людям, Оба слова (и дискриминант, и дискриминация) происходят от латин" 
соне біста речей, Диор лезли хадзем 
Уравнения по числу корней. 


ПРИМЕР 3 

Решить уравнение Зх? + Вх — 11 9 0. 
Здесь а 
= - Аас = 87 - 4-3: (И) = 64 + 132 = 196, 


Так как 0 > 0, то по теореме 3 данное квадратное уравнение име 
ет два кория, Эти корни находятся по формулам (2): 


Е ха 


Решение 


Ответ 


Основываясь на теоремах 1—3, можно выработать следующий алго- 
ритм. 


8н АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ад? + 5х += 0 
1. Вычислить дискриминант 2 по формуле 
р = 0 - 4ас. 


2. Если П < 0, то квадратное уравнение не имеет корней, 
3. Если Р = 0, то квадратное уравнение имеет один корень 


Е 


4. Если 0 > 0, то квадратное уравнение имеет два корня: 


з= 0420, „2330, 


Это правило универсально, оно применимо как к полным, так и 
к неполным квадратным уравнениям. Однако неполные квадратные 
уравнения обычно по этому правилу не решают, их удобнее решать 
так, как мы это делали в предыдущем параграфе. 


Решить уравнения: 
а) х + 3=-5 = 0; в) 2х2 – х + 3,5 = 0. 
6) 9х2 + б=-1=0; 


в) Здесь а = 1,6 = 3, са 5; 
0н - даст 31-41. (-5) =9+ 20 = 29. 


Так как 2 > 0, то данное квадратное уравнение имеет два корня. 
Эти корни находим по формулам (2): 


з= 6520. 3:308, 
РЕ РЕГЕ ЕРИ 
2а 2 


6) Как показывает опыт, удобнее иметь дело е квадратными 
уравнениями, у которых старший коэффициент положителен, Поэто- 
му сначала умножим обе части уравнения на -1, получим 9х? ~ бх + 
+1=0. 

Здесь а т 9, Б = 6, с = 1; 


В = – 4ас = 36 – 36 = 0. 


а ини 


Так как 2 = 0, то данное квадратное уравнение имеет один корень. 
Этот корень находится по формуле х = —2.. Следовательно, х= бу = 
га 
з 


Это уравнение можно было решить иначе: так как 9х? — бх + 
+1 = (3х - 107, то получаем уравнение (3х — 1)' = 0, откуда находим: 


Зк 10, т.е. хе 1. 
в) Здесь а = 2, = -1, с = 3,5; 
р - 4ае-1-4.2.3,5-1- 28 = -27. 
Так как 0 < 0, то данное квадратное уравнение не имеет корней. 


Две формулы, указанные в теореме 3, можно объединить одной запи- 
сыю, учтя при этом, что Р = 5: — 4ас. Получим общую формулу корней 
квадратного уравнения ах? + Бх + с = 0: 


(з) 


Если окажется, что дискриминант 2 = в? - 4ае — отрицательное 
число, то записанная формула не имеет смысла (под знаком квад- 
ратного корня находится отрицательное число), значит, корней нет. 
Если же окажется, что дискриминант равен нулю, то получаем: 


0:540. в 


== 


т. е. один корень. Наконец, если окажется, что Б? — 4ас > 0, то полу- 


чаются два кория: ху и хз. Само число {6 — 4ас в этом случае по- 
ложительно (как всякий квадратный корень из положительного 
числа), а двойной анак перед ним означает, что в одном случае (при 
отыскании х;) это положительное число прибавляется к числу -6, а 
в другом случае (при отыскании ху) это положительное число вычи- 
таотся из числа —5. 

У вас есть свобода выбора. Хотите — решайте квадратное уравне- 
ние подробно, используя сформулированное выше правило; хоти 
те — запишите сразу формулу (3) и с её помощью делайте необходи: 
мые выводы. 


ПРИМЕР 5 
Решить уравнения: 
офор е0: 0930-0209 277-0. 


Решение а) Конечно, можно использовать формулу (3), учитывая, 

что в данном случае а = &, ь- $, с= -5. Но зачем выпол- 

нять действия с дробями, когда проще м приятнее иметь дело с целы- 

ми числами? Давайте освободимся от знаменателей. Дая этого обе 

части уравнения нужно умножить на 12, т. е. на наименьший общий 
знаменатель дробей, коэффициентами : 


А теперь воспользуемся формулой (3): 


2 до вст, 


а= 2105181, а= 20518 
6) Здесь а = 3, Ь = -0,2, с = 2,77; 
2 = 0 – дас = (0,20 – 4:3. 2,77. 
Прикидка показывает, что дискриминант — отрицательное число. 
Значит, уравнение не имеет корней. 


ПРИМЕР 6 
Решить уравнение 5х2 - 2/15 х + 1 = 0. 
Решение Здесь а = 5, 6 = -2\/5, е 1 


рЫ - аас = (-2015) – 4-5-1 60-20-40. 
Так как Д > 0, то квадратное уравнение имеет два корня: 


з= ВЫ - АБЫ. 
= 25153 + 38) „ 568+). 


До сих пор мы активно «эксплуатировали» формулу (3) для отыска- 
ния корней квадратного уравнения, Но математики всегда пытаются 
облегчить себе вычисления. Они обнаружили, что формулу (3) можно 
упростить в случае, когда коэффициент Б (коэффициент при х) имеет 
вид 2 (например, 5 = 10, = -20, 5 = 2/15). В самом деле, подставив 
в формулу (3) выражение 2 вместо Ь, получим: 


оос ав чае св: ето 
п2= = = 


2а За 
С 28 ас _ ва уе ас 
2а а 


Итак, корни квадратного уравнения ах? + 2йх + с = 0 можно находить 
по формуле 


4) 


Сравните эту формулу с формулой (3). В чём её преимущества? 
Во-первых, в квадрат (под знаком квадратного корня) возводится 


не число В, а его половина (Е = #). Во-вторых, вычитается из этого 


квадрата пе 4ае, а просто ас. В-третьих, в знаменателе содержится 
це 2а, а просто а. Как видите, по крайней мере в трёх моментах 
мы облегчаем себе выкладки, А вот как выглядит формула (4) лля 
приведенного квадратного уравнения вида х? + 2кх + с 


жат кР -е. (5) 


Выше, в примере 5, нам встретилось квадратное уравиение 
Ва? + 10х – 7 = 0. Решали его так: 


0+ фй- 87. доз. ош 
16 Ы 16“ 


В итоге получили: ху = 2, а= 


БЕ 


1 
Теперь решим то же квадратное уравнение по формуле (4), учиты- 
ван, что в данном случае Б = 10, т. е. 2 = 10, А = 5: 


5+ в 07) + Е 


та =: 8. 


В итоге получили: 


Согласитесь, что так работать проще. 

Иными словами, если вам встретилось квадратное уравнение вида 
аз? + 2кх + е = 0, совстуем пользоваться формулой (4) (или (5), сели 
а = 1), так как вычисления будут проще. 


Замечание У вас может создаться впечатление, что существует несколько формул 
для отыскания коршей квадратного трёхчдена ах? + Вх + е — формулы (2), 
(3), (4) или (5). На самом деле это лишь некоторые модификации формулы: 


т = 9430, 


тде 0 = 07 - 4ае. 


ПРИМЕР 7 


Это — рациональное уравнение. Первое знакометво с 
рациональными уравнениями состоялось у нас ранее, в $ 5. 
Перепишем уравнение в виде 
2 А 
2-х 0-5) 
Общим знаменателем имеющихся дробей служит 2х(2 ~ х). 


жш раз д 
25х 2 2 хү 
Умножив обе части уравнения на общий знаменатель 22(2 — х), 
получим: 
4х + (2 - х) = 8: 
д - бх + 8 = 0. 


Для отыскания корней полученного приведенного уравнения с 

чётным вторым коэффициентом воспользуемся формулой (5): 
жа = зв = 3 = 31. 

Итак, ху = 4, ху = 2. Осталось для найденных корней проверить 
выполнение условия 22(2 - х) * 0. Число 4 этому условию удо" 
влетворяет, а число 2 — нет. Значит, 4 — корень заданного уравнения, 
а 2 — посторонний корень. 


а ини 


Вопросы для самопроверки 


1. Что называют дискриминантом квадратного уравнения 
ах? + Бх + ст 07 
2. Что вы можете сказать о числе корней квадратного уравие- 
ния ах? + Вх + с = 0, если его дискриминант О отрицателен? 
3. Что вы можете сказать о числе корней квадратного уравне 
ния ах? + бх +с=0, если его дискриминант Г равен нулю? 
4. Что вы можете сказать о числе корней квадратного уравне- 
ния ах? + 6х + с = 0, если его дискриминант Р положителен? 
5. Как расположен график функции у = ах? + Вх + с относи" 
тельно оси абецисе в зависимости от знака дискриминанта 
квадратного трёхчлена ах? + Бх + с? 
6. Как найти корень уравнения ах? + 6х + с = 0, если 2 = 0? 
7. Как найти корень уравнения ал? + 6х + с = 0, если 2 > 0? 
8. Опишите алгоритм решения квадратного уравнения ох? + 
+ 6х + с 0. Примените его для решения уравнения Зх? + 
+ 10х+3=0. 
9. Какую формулу удобно использовать при решении квадрат- 
ного уравнения ах? + Бх + с = 0, если В = 27 
10. Решите уравнение х? – 2х - 120 = 0 двумя способами: 
а) по общей формуле (3); 
6) по более простой формуле (4) или (5). 
В чём вы видите преимущества второго способа? 


В этом параграфе мы познакомимся с любопытными соотношениями 
между корнями квадратного трехчлена (квадратного уравнения) и 
его коэффициентами. Эти соотношения впервые описал французский 
математик Франсуа Виет. 


ТЕОРЕМА 1 (ТЕОРЕМА ВИЕТА) 
Если дискриминант № квадратного уравнения ах? + вх + с = 0 поло- 
жителем и ху и хз — кории уравнения, то сумма корней равна —® 
а произведение корней равно 


А | 


Корни х; и х, квадратного уравнения ах? + 6х + с = 0 на 
ходятся по формулам: 


и = 2250, 
Е 
где р = 4ас — дискриминант уравнения. Сложив эти корни, по’ 
лучим 
РЕТТЕ УВ , 6 „5. Ф, в. ь, 
За та За За = "а 
Первое соотношение доказано: ху + х; = +. 


Теперь вычиелим пронзвед 


ние корней х и ху: 
сю ў _ 


др 07 - 4ас) _ Аас с 
ча! да" 4а а 


Второе соотношение доказано: хуха 


Особенно простой вид принимают 
доказанные соотношения для приве 
дённого квадратного уравнения х? + 
+ рх + д = 0, имеющего два корня. 
В этом случае 


худур, м: =9, 


т. е. сумма корней приведённого квад. 
ратного уравнения равна второму 
коэффициенту, взятому с противо: 
положным знаком, а произведение 
корней равно свободному члену 

С помощью теоремы Виета можно 
получить и другие соотношения между 
корнями и коэффициентами квадратно: 
го уравнения. Пусть, например, ху н 
х; — корни приведённого квадратного 
уравнения х? + рх + 4 = 0. Тогда 


Франсуа Виет (1540—1603), франпуг 21 + 8} = 21 + 2л: + 2} - Экшн = 


ский математик. Основатель символиче- 
ской алгебры, Стал записывать уравнения 
в общем (символьном) виде. Ваел термин. 
«коэффициент». По основной профессии Итак, 


юрист. += - 3 


2+ 20 - 2х = (ру - 20 = 
=! - 24. 


рен 


Установим связь между суммой кубов корней приведенного квад- 
ратного уравнения и его коэффициентами: 
аф + = + а ола +) = різ} +} -9 = 
= -рр? = 24 - Фф = рр? - 34). 
Итак, 
4 + а) = ор? - 34). 

Выражение е двумя переменными а и Ь называют симметри: 
ческим, вели оно ие меняет свой вид от одновременной замены а на в. 
иь наа. Например, а + Ь, а? + 51, а? + Б", а% + Ба — симметричес" 
кие выражения. В принципе любое симметрическое выражение от 
носительно корней хи и х; приведённого квадратного уравнения 
х + рх + 9 = 0 можно выразить через его коэффициенты р и д. На- 
пример: 


хр + а] = хрен + хо = рд 


а 
ж.о}. р 2) 
%- = туь ЕЈ 


ТЕОРЕМА 2 (ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА ВИЕТА) 
Если числа ху, х: таковы, что ху + х: = -р, хах: = 4, то эти 
числа — корни уравнения х2 + рх +4 


Рассмотрим квадратный трёхчлен х? + рх + дн вост 
пользуемся тем, что по условию р = —(х + х1), а 4 = хаха. 


Получим: 
жрк ра х? — (+ з) + ука = (а? — худ) — бах ид = 
= (к) - хх — хи) = ( у ху. 
Таким образом, квадратное уравнение х? + рх + 4 = 0 мы 
преобразовали к виду (х — х! Их — х;) = 0, откуда сразу следует, что 
его корнями являются числа ху и ху. Теорема доказана. 


С помощью теоремы, обратной теореме Виета, можно устно ре- 
шать многие квадратные уравнения, пе пользуясь громоздкими 
формулами корней, а также составлять квадратные уравнения с за- 
данными корнями. Приведем ряд примеров. 

1. х2 — Их + 24 = 0. Здесь ху + х; = 11, хаха = 24. Нетрудно до- 


гадаться, что 


2-8, х 


2. хі + Их + 30 = 0. Здесь хз + х = 11, хук = 80. Нетрудно до- 
гадаться, что 


х= 5, ха =-6. 

Обратите внимание: если свободный член уравнения — поло- 
жительное число, то оба кория либо положительны, либо отри 
цательны; это важно учитывать при подборе корней. 


хі +х- 12 = 0. Здесь ху + ху = -1, хуху = 12. Нетрудно дога 
что 


ж = 3, а= 
Обратите внимание: если свободный член уравнения — отри- 
цательное число, то корни различны по знаку; это важно учитывать 
при подборе корней. 
4. 5х2 + 17х - 22 = 0. Нетрудно заметить, что х = 1 удовлет- 


воряет уравнению, т. е. ху = 1 — корень уравнения. Так как 
хаха = 28, а л, = 1, то получаем, что х, = -22. 


5. 2 - 293х + 2830 = 0. Здесь ху + хз = 293, хх, = 2830. Вели 
обратить внимание на то, что 2830 = 283 . 10, а 293 = 283 + 10, 
то становится ясно, что х; = 283, х, = 10 (а теперь представьте, какие 
вычисления пришлось бы выполнить для решения этого квадратного 
уравнения с помощью стандартных формул). 

6. Составим квадратное уравнение так, чтобы его корнями слу- 
жили числа ху = 8, хз = -4. Обычно в таких случаях составляют 
приведённое квадратное уравнение х? + рх +4 = 0. Имеем 2 + хут 
= -р, значит, 8 — 4 = -р, т. -4. Далее, хүх; = 4. т. е. 8. (-4] 
откуда получаем 4 = 82. Итак, р = —4, 4 = -32, следовательно, искомое 
квадратное уравнение таково: х – 4х - 32 = 0. 

Теорему 2 удобно использовать для устного решения приведён- 
ных квадратных уравнений с целыми коэффициентами, как это 
было в только что рассмотренных примерах 1, 2, Зи 5, Дело в том, 
что если у таких квадратных уравнений есть рациональные кории, 
то это обязательно целые числа, а целые числа, служащие корнями 
уравнения, нетрудно угадать (в чём ранее мы уже убедились). 

Раеемотрим приведённое квадратное уравнение х? + рх +4 = 0, где 
ри д — целые числа, Его дискриминант 2 = р? ~ 44 — чётное число, 
если р — чётное, и нечётное число, если р — нечётное. Тогда и 0 — 
четное число при чётном р и нечетное число при нечётном р (мы 
рассматриваем случай, когда этот корень — целое число). Составим 


формулу кор 


чётпом и при нечётном р числитель — чётное число. Таким образом, 
дробь можно сократить на 2, а потому оба корня — целые числа. 


Уравнения: хуз = 22:20. Замечвем, что и при 


Не используя формулу корней, решить неприведенное квадратное 
уравнение бх? + 5х —6=0. 


`Умножим все члены уравнения на 6 — на коэффициент при 
старшем члене. Получим 362 + 5 - 6х – 36 = 0. Введём но" 
вую переменную у = бх, Тогда уравнение примет нид приведённого 
квадратного уравнения у? + 5у - 36 = 0. Нетрудно подобрать его цело- 
и 4. Ноу = бх, значит, осталось решить два 


бх = 4. Получаем соответственно х = —1,5, ху = 2, 


Не решая уравнения 2х? + 5х - 6 = 0, составить уравнение, кории 
которого равны квадратам корней заданного уравнения. 


Будем составлять интересующее нас уравнение в виде у’ + 
+ Ру + © = 0. По условию его корни у! и у: должны быть 
равны соответственно хї и х}, где ху и х; — корни заданного квад- 
ратного уравнения. 

Преобразуем заданное уравнение к виду приведённого уравнения; 
для этого разделим все его члены на коэффициент при старшем чле 
не. Получим х? + 2,5: - 3 = 0. Здесь р = 2,5, 4 = -3. Следовательно, 

БРЕ 
РР - 24-3) = 12,25. 
Теперь нетрудно найти коэффициенты Ри @: 
Р= т += + хф) = 12,25, 
© лиц = хр = (ака = (-8) = 9. 

Значит, интересующее нас квадратное уравнение таково: 

0 - 12,254 +9=0, или 4’ – 49у + 36 = 0. 


Вопросы для самопроверки 


. Сформулируйте теорему Виета. 
Чему равна сумма корней уравнения х? + рх +9 = 0 (если 
они есть)? 

Чему равно произведение корней уравнения х? + рх + д= 0 
(если они есть)? 
Объясните, как, не применяя формулу корней 
уравнения, найти устно корни уравнения: 
бе -х- 12-0. 


вв ве 


квадратного 
8х+15=0; 


Основное назначение теоремы Виета не в том, что обнаружились 
какие-то соотношения между корнями и коэффициентами квад- 
ратного уравнения, — это, наверное, любопытно только математикам 
и тем, кто интересуется математикой. Гораздо важнее то, что с по- 
мощью теоремы Виета выводится формула разложения квадратного 
трёхчлена на множители, без которой в дальнейшем нам не обойтись. 


Пусть ху и ху — кории квадратного трёхчлена ах? + Ьх + с. Тогда 
справедливо тождество 


ах? + х + 


а(х — хх — хз). 


Доказательство КО а) 


и положим # 


р, 4. Получим ах? + Бх + с = а(х? + рх + 4. 


В предыдущем параграфе при доказательстве теоремы 2 мы устано- 
ли, что если ху м х; — корни трёхчлена х + рх + 9, то 


зірк дк Их х). 
Но тогда для квадратного трёхчлепа ах? + Вх + с получаем: 
ах + вх еа Их х). 0 


Воман Еол дискриминант квадратного трёхчлена ах? + 6х + с равен пулю, т. ©. 
з = хь (кратный корень), то доказанная формула пранимает вид 
ахз Ье ах м. 


Итак, мы доказали, что если квадратный трёхчлен имеет корни, 
то его можно разложить на линейные множители. Верно и обратное 
утверждение: если квадратный трёхчлеи раскладывается па линей- 
ные множители, то оп имеет корни. 

В самом деле, пусть ах? + Вх + с = (вх + 1) (тх + п). Полученное 


произведение можно переписать так: Ах + 1.) 


Значит, 
ахї ++ ст (105 


Числа р  —^ — корни квадратного трехчлена, 
Фактически мы доказали следующую теорему. 


Если квадратный трёхчлен не имеет корней, то его нельзя разло- 
жить на линейные множители. 


Разложить на множители 
а) Зх? ~ 10х + 3; ив. 


а) Решив уравнение 3х? - 10х + 3 = 0, найдём корни 
квадратного трёхчлена Зх? — 10х + 3: х: = 3, хт $. Вое- 
пользовавшись формулой (1). получим: 


з 10: +30: 80-1). 


Есть смысл вместо 3[х – $ | написать 3х — 


; получим: 


Зх? — 10х + 3 = (х – ЗИЗх — 1). 

Между прочим, заданный квадратный трёхчлен можно разло- 
жить на множители и без применения формулы (1), использовав спо- 
соб группировки: 

За - 105+ 3= 3х1 - 9х -х+3= 
= Зах — 3) - (х – 3) = (х – ЗИЗх - 1. 

Но, как видите, при этом способе успех зависит от того, до" 
думаемся ли мы до удачной группировки или нет, тогда как исполь’ 
зование формулы (1) гарантирует успех. 


6) Введем новую переменную у = 7. Это позволит переписать 
го трёхчлена относительно 


квадратно 

мде уч. Найдём корни этого 

уз = -3. Значит, 

0+ 5у+б = + 20 + 3). 

Осталось учесть, что у = х?. Таким образом, 
хе + 6 (22 + 207 + 3). 


трехчлена: и; = 


Сократить дробь: 
а) 2+5 2, б2+ к-з 
ах 12 зух - к 
1) Из уравнения 2х? + 5х + 2 = 0 находим: ху 
Следовательно, 
2а ъа 2 =-[1]- 


аи] +1. 


Из уравнения х2 - 4х - 12 = 0 находим: х1 = 6, х = -2. Поэтому 
2-45-12 = 0 бих - (2) -@- 96 + 2). 
А теперь сократим заданную дробь на х + 2 (при условии х + -2): 
РЕЛИГИЯ 
742-127 20:0 т 
6) Введём новую переменную у = \/х. Это позволит переписать за- 
данное выражение в виде ВНЕ 8, решив уравнение Зи’ + у-8=0, 
. Значит, 


получим: уз = 1, у = 5 


друзе у 1+3) = 12у +3 


+ы-3 (01023 +3) 20+3 
Осталось учесть, что у =. Итак, =, 
"-х 
ОРНАР ОНЫ: арР ТРД 
говорить об области допустимых значений переменной х, то следует 
добавить ещё одно условие: х > 0. 


Вопросы для самопроверки 
1. Запишите формулу разложения квадратного трёхчлена 
Фор" 
мулу для разложения на множители трёхчлена 2х? – 5х + 2. 


2, В каком случае квадратный трехчлен ах? + Вх + с нельзя 
разложить на линейные множители? 


3. Какой вид принимает формула разложения квадратного 
трёхчлена на множители, если дискриминант квадратного 
трехчлена ах? + Вх + с равен нулю? 


Напомним, что алгобраическое выражение, составленное из чисел 
и переменных с помощью операций сложения, вычитания, умноже- 
ния, деления и возведения в целую степень, называют рациональ- 
ным. Если (х) — рациональное выражение, то уравнение г(х) = 0 
называют рациональным уравнением. Впрочем, удобнее пользовать- 
ся несколько более широким толкованием термина «рациональное 
уравнение», понимая под этим уравнение вида А(х) = бх), где 4(х) и 
6) — рациональные выражения. 

То, что рациональные уравнения могут служить математическими 
моделями реальных ситуаций, вам известно; соответствующий при” 
мер был ранее рассмотрен в $ 5. Теперь поговорим об этом более 
подробно. 


Перегон в 60 км поезд должен был проехать с постоянной скоростью 
за определённое расписанием время. Простояв перед перегоном 
у семафора 5 мин, машинист вынужден был увеличить скорость 
прохождения перегона на 10 км/ч, чтобы наверстать к окончанию 
прохождения перегона потерянные 5 мин. С какой скоростью поезд 
должен был пройти перегон по расписанию? 


ПИШЕТ | ЭТАП. Составление математической модели. 
Пусть х км/ч — скорость повада по расписанию. Так как 
протяжённость перегона равна 60 км, то время, отведённое расписа 


ннем на его прохождение, равно 80 ч, Фактически поезд прошёл 


перегон н 60 км со скоростью (х + 10) км/ч, следовательно, премя, 
затраченное на прохождение перегона, равно т 6077 ч. 


5 
Из двух величи! Е чи а ч первая больше второй на 5 мин, 


т.е. на 5 ч. Значит, мы приходим к уравнению 


Математическая модель задачи составлена. Это — рациональное 
уравнение. 


П ЭТАП, Работа с составленной моделью. 
Освободимся от знаменателей, учтя, что общим знаменателем 
служит 122(х + 10), и расставив дополнительные множители: 
очага ош паев 
а. х 10 12 
Получим: 
Т20х + 7200 – 720х = х? + 10х; 
хі + 10х - 7200 = 0; 
ха = 80, хз = -90. 
Оба зпачения удовлетворяют условию 1254х + 10) # 0, еле- 
довательно, эти значения — корни составленного рационального 
уравнения. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

Спрашивается, с какой скоростью поезд должен был пройти 
перегон по расписанию. Именно эту величину мы обозначили бук- 
вой х. Получилось, что либо х = 80, либо х = 90. Второе значение нас 
явно не устраивает, поскольку скорость движения поезда (в реальной 
действительности) не может выражаться отрицательным числом. 
Значит, выбираем значение х = 80, это и есть ответ на вопрос задачи. 


ттт 80 км/ч. 


Сделаем некоторые комментарии к выполненному решению. 

1, Конечно, рассмотренная ситуация несколько идеализирована: 
вряд ли в реальной жизни поезд пройдет весь перегон с постоянной 
скоростью, ведь всегда есть и ускорения, и замедления. Но на такую 
идеализацию математикам приходится идти сознательно. 

2. В очередной раз обращаем ваше внимание на то, что мы вос- 
пользовались привычной схемой рассуждений: составление математи- 
ческой модели, работа с составленной моделью, ответ на вопрос задачи. 

3. Подчеркнем, что первый этап, т. е. составление математической 
модели, — ключевой в решении задачи, На этом этапе осуществля" 
ется перевод условия задачи © обыденного изыка на математиче- 
ский, т. ©. выполняется серьёзная творческая работа. Осиовательная 
работа проводится и на втором этапе, но эта работа не творческая, а 
чисто техническая, поскольку, действуя по алгоритму, особенно не 
приходится думать. 

Вернёмси к рассмотренной задаче и проанализируем, как осущест" 
вляется перевод с обыденного языка на математический. 

Искомую величину мы обозначили буквой х. Это дало нам возмож- 
ность оперировать искомой скоростью, ведь с точки зрения алгебры 
не важно, имеем ли мы дело с числами или с буквами. 


Зная путь (60 км) и скорость (х км/ч) и использовав физический 
закон равномерного движения я = о? (я — путь, о — скорость, # — 
время), мы нашли время, предусмотрениое расписанием, — оно 


выражается дробью 80 ч, 


По условию перегон был пройден со скоростью, на 10 км/ч боль’ 
шей, чем предполагалось расписани Перевод этого условия на 
математический язык дал следующее: (х + 10) км/ч — фактическая 
скорость прохождения перегона, а = 6077 ч — фактическое время 
движения поезда по перегону в 60 км. 

Далее, согласно условию на рассматриваемом перегоне машинист 
наверстал 5 мин, т. е. 5 ч. Иными словами, время, предусмотренное 


расписанием. о ч), больше фактического времени 5 ч) на 
+ На математическом жзыко это означьт, что 80 — = а 


большей величины вычли меньшую и получили указанную в условии 
разность). 

Обратите внимание на то, что в обеих частях уравнения должны 
содержаться величины одного и того же наименования (в данном 
уравнении это часы). 


[ примЕР2 ШД 95 


Пристапи А и В расположены па реке, причём В — на 80 км пиже по 
течению, чем А. Катер прошёл путь из А в В и обратно за 8 ч 20 мин. 
За какое время катер прошёл расстояние от А до А и расстояние от 
до А, если известно, что его собственная скорость (скорость в стоячей 
воде) равна 20 км/ч? 


ПЕТРУ ИТ НИИ 1 этлп. Составление математической модели. 
Пусть х км/ч — скорость течения реки. Тогда: 

(20 + х) км/ч — скорость движения катера по течению; 

(20 - х) км/ч — скорость движения катера против течения 


39 ч— враня дратения катера во гелен 


2: ч— время движения катера против течения. 
По условию ма путь туда и обратно катер затратил 8 ч 20 мин, 
т.е. 8} ч, или 25 ч. Но время, затраченное катером ма путь из А в 


В и обратно, выражается суммой дробей [о рот 


Таким образом, мы приходим к уравнению 


9: + 00:59 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Есть смысл разделить обе части уравнения почленно па 5 хотя бы 
дли того, чтобы облегчить дальнейшие а 
8. и . 
п.т -= + 
Освободимся от а ат учта, что общим знаменателем 
служит 3020 + 20 - х), и расставив дополнительные множители 


еее бего есше 
ют юг $ 


Выполним дальнейшие преобразования: 
48(20 — х) + 48(20 + х) = 54400 ~ 2? 
5л? – В0 = 
224. 
Оба эти значения удовлетворяют условию 3(20 + хИ20 — х) 2 0, 
значит, оба они являются корнями составленного рационального 
уравнения. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

Во-первых, за х мы приняли скорость течения реки, а скорость 
отрицательным числом выражаться пе может. Поэтому из двух зна- 
чений 4 и -4 мы выбираем первое и отбрасываем второе. 

Во-вторых, нас ме спрашивают, чему равна скорость течения 
реки, а спрашивают, какое время катер плыл из Ав Ви из Ва А. 


Время движения из А в В выражается дробью ВО. Подставив 


вместо х число 4, получим Е те 0, или з. Учтём, что зі ча 
=3 ч 20 мин. 


Время движения катера из В в А выражается дробью ж Под: 


ставив вместо х число 4, получим 


ет ии 3ч20 мин; 5ч. 


Разумеется, не следует думать, что мы с вами будем решать 
задачи только на равномерное движение, как было в примерах 1 
и 2. Самые разные ситуации моделируются с помощью рациональных 
уравнений, и общая схема решения таких задач по сути дела одна и 
та же. В этом мы сейчас убедимся. 


т.е. бч. 


ие; 119 


Периметр прямоугольного треугольника равен 48 см, один его катет 
на 4 см больше другого. Чему равны стороны этого треугольника? 


І ЭТАП. Составление математической модели. 


Пусть х см — меньший катет треугольника, тогда больший 
катет равен (х + 4) см (ведь он на 4 см больше). Так как периметр 
треугольника равен 48 см, то гипотенуза равна 48 ~ х = (х + 4), 
т. е, (44 — 2х) см. 

На рисунке 119 представлена геометрическая модель задачи — 
прямоугольный треугольник с обозначенными длинами сторон. 
Применив к этому треугольнику теорему Пифагора, получим 

хі (х +4) = (44 22). 

Математическая модель задачи составлена. 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Решив уравнение, получим: ху = 80, х; = 12. 
Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи 
Нас спрашивают, чему равны стороны треугольника. Меньший 
катет мы обозначили буквой х. Для х существуют две возможности: 
либо х = 80 см, либо х = 12 см. Первое значение нас не устраивает. 
Почему? Да потому, что одна сторона треугольника не может быть 
больше его периметра, а периметр треугольни" 
2 ка по условию равен 48 см. Остаётся одна 
возможность: х = 12 см. Тогда второй катет, 
который на 4 см больше, равен 16 см, а гипо- 
т тенуза равна 48 — 12 — 16 = 20 см, 


12 ем, 16 см, 20 см. 


Математическую модель только что решённой задачи можно бы- 
ло бы составить иначе. Начнём так же: х см — меньший катет, 
+ 4) см — больший катет треугольника. Гипотенузу выразим по 
теореме Пифагора: уз? + (х + 4) см. Так как по условию периметр 
треугольника (сумма трёх его сторон) равен 48 см, получаем урав- 
нение 


ж+ +4) + уау = 48 


Мах? + 8х +16 = 44 - 2х. 


В этом уравнении переменная содержится под знаком квадратного 
кория, такие уравнения называют иррациональными. Но как их 
решать, мы с вами ещё не обсуждали. Вернёмся к решению этого 
уравнения позднее, в $ 43. 


и далее 


ПРИМЕР 4 


В райцентре два кинотеатра: «Факел» и «Слава», первый — на 400, 
а второй — на 600 мест. В зрительном зале кинотеатра «Слава» на 4 
ряда больше, чем в зрительном зале кинотеатра «Факел», и, кроме 
того, в каждом ряду мест на 5 больше, чем в кинотеатре «Факел». 
Сколько рядов в зрительном зале кинотеатра «Факел», если извест 
но, что в каждом ряду кинотеатра «Слана» более 25 мест? 


Решение Т ЭТАП. Составление математической модели. 


Ответ 


Пусть х — число рядов в кинотеатре «Факел». Тогда: 
х + 4 — число рядов в кинотеатре «Слава»; 


200 _ число мест в каждом ряду кинотеатра «Факел»; 


339 — число мест в каждом ряду кинотеатра «Слава». 


По условию в каждом ряду к/т «Слава» на 5 мест больше, чем в 
каждом ряду к/т «Факел». Это значит, что 


600. 
3500, – 4100 „5. 


Математическая модель составлена. Это — рациональное уранне- 
иие. 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Решив уравнение, получим: х; = 20, х; = 16. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

За х мы приняли число рядов в к/т «Факел». В соответствии 
© полученными корнями мы должны проанализировать два случая: 
либо в к/т «Факел» 20 рядов и, следовательно, 20 мест в каждом 
ряду (поскольку в к/т «Факел» всего 400 мест в зрительном зале), 
либо в этом кинотеатре 16 рядов по 25 мест в каждом ряду. В пер. 
вом случае в к/т «Слава» будет 24 ряда (по условию в к/т «Слана» 
па 4 ряда больше) по 25 мест в каждом ряду (по условию в каждом 
ряду к/т «Слана» па 5 мест больше, чем в к/т «Факел»). Но по усло 
по в каждом ряду к/т «Слава» более 25 мест, значит, первый случай 
ие удовлетворяет условию задачи. Рассмотрим вторую возможность: 
в к/т «Факел» 16 рядов по 25 мест в каждом. Тогда и к/т «Слана» 
будет 20 рядов по 30 мест в каждом. Это удовлетворяет условию. 

Итак, из двух указанных возможностей выбираем вторую, а это 
означает, что в к/т «Факел» 16 рядов. 


16 рядов. 


Двое рабочих выполняют некоторый заказ. После 45 мин совместной 
работы первый получил другое задание, а второй завершил выпол- 
нение заказа через 2 ч 15 мин. Если бы каждый рабочий выполнял 
заказ по отдельности, то второму понадобилось бы для этого на 1 ч 
больше, чем первому. За какое время они смогли бы выполнить зај 
при полноценной совместной работе? 


І ЭТАП. Составление математической модели. 
Если речь идёт о выполнении некоторой работы, не охарак- 
теризованной в количественном плане (т. е. ие сказано, сколько де- 
талей надо изготовить, сколько кубометров земли вынуть, сколько 
страниц перепечатать и т. д.), то объём работы считают равным 1, 
в части работы выражают в долях единицы. 

Пусть х — число часов, необходимых первому рабочему для са- 
мостоятельного выполнения заказа. Тогда второму понадобится для 
этого (х + 1) ч. 

Если объём всей работы (т. е. 1) разделить на число часов, необ- 
ходимых для выполнения всей работы, то узнаем долю работы, вы- 
полняемую за 1 ч. Итак, 


1 — доля работы, которую выполняет первый рабочий за 1 ч, 


|+ — доля работы, которую выполняет второй рабочий за 1 ч. 
По условию первый отработал 45 мин, т. $ ч. Доля его работы 


за это время выражается формулой 3 . 1. т. е. . Второй отработал 
вместе с первым 45 мин и в одиночку 2 ч 15 мин. Таким образом, 
он работал 3 ч. Доля его работы за это время выражается формулой 


Е 
Поскольку вместе они выполнили весь заказ (т. е. 1), составляем. 
уравнение 
А СРЕГ ШЕРТ 
ағ х+1 


П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Решив уравнение, получим: х; = 3, х; = БЯ 
Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 
За х мы приняли число часов, необходимых первому рабочему для 
выполнения всего заказа в одиночку. Из найденных двух значений 


второе явно нас не устраивает. Таким образом, первый рабочий мо" 
жет выполнить всю работу за З ч. Значит, второму рабочему нужно 


Имеется кусок сплава меди е оловом массой 12 кг, содержащий 45 % 
меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому сплаву, чтобы 
получившийся новый сплав содержал 40% меди? 

І ЭТАП. Составление математической модели. 

Сплав состоит из меди и олова. Проследим за содержанием 
одного из этих веществ, например олова, в первоначальном и по- 
`лученном сплавах. 

В 12 кг сплава было 55% олова, т. е. 12. #5, = 6,6 кг. При- 
мем за х кг массу добавленного олова. Масса нового сплава равна 
(12 + х) кг, и олова в нём 60%, т. е. 

2+2). 80 = 2012 +2) кг. 

Итак, с одной стороны, масса олова в новом сплаве равна 

(6,6 + х) кг, а с другой — выражается формулой (12 + х) кг. Зна- 


чит, 


30249 -66+х. 
П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Решив уравнение, получим х = 1,5. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 
За х мы приняли то, что надо найти. Значит, к первоначальному 


сплаву следует добавить 1,5 кг олова, 
1, 


кг. 


Наметим коротко ход составления уравнения, осиованный па 
за содержанием в первоначальном м полученном спла- 
вах не олова, а меди. В первоначальном сплаве меди было 45%, т. е. 


12. 85 кг. В (12 + х) кг нового сплава меди стало 40%, т. е. 


(12 + х) - 5 кг. Получаем уравнение (12 + х) · 19 =12. Их. 


Из сосуда, содержащего 54 л кислоты, вылили несколько литров и 
налили столько же литров воды. Затем вылили столько же, сколь 
ко в первый раз, литров смеси, после чего в остаишейся в сосу- 
де смеси оказалось 24 л кислоты. Сколько кислоты вылили в пер" 
вый раз? 


ТШИСТТТТТУШШШ 1 ЭТАП. Составление математической модели. 


Примем за х л количество кислоты, вылитой в первый раз, 
после чего в сосуде осталось (54 — х) л кислоты. Долив сосуд водой, 
получили 54 л смеси, в которой растворилось (54 — х) л кислоты. Зна- 


чит, в одном литре смеси содержится 54 л кислоты. 


Во второй раз вылили х л смеси, в которой содержится ЗЕ  .хл 


кислоты, а всего за 2 раза вылили 54 ~ 24 = 30 л кислоты, Составля- 
ем уравнение: 


х ТЕ. х = 30. 
П ЭТАП. Работа с составленной моделью. 
Решив уравнение, находим два корня: х = 90, х, = 18. 


Ш ЭТАП. Ответ на вопрос задачи. 

За х мы приняли количество кислоты, вылитой в первый раз. 
По смыслу задачи должно выполняться неравенство 0 < х < 54. 
Из найденных значений х этому условию удовлетворяет лишь значе- 
ниех = 18. 


китттлини 5. 


Посмотрим, как решаются задачи по комбинаторике и подсчёту веро- 
ятностей, связанные с квадратными уравнениями. Как и в последних 
параграфах предыдущих глав, решения основаны на использовании 
перебора случаев и применении правила умножения. 


1 Этот параграф написан П. В. Семеновым. 


Для контрольной работы составляют квадратное уравнение вида 
ах? + 6х + 1 = 0. Коэффициент а произвольно выбирают из чисел 1, 
2,3, 4, а коэффициент Б — из чисел 1, 2, 4. Какова вероятность того, 
что получится квадратное уравнение с двумя различными корнями? 
Для выбора коэффициента а есть 4 способа, а для выбора 
коэффициента В есть 3 способа. По правилу умножения 
для составления уравнения получается № = 12 способов. Если в = 1, 
то дискриминант О = Б? = 4а равен 1 = 4а и он отрицателен при 
а= 1,2,3, 4. Если Ь = 2, то дискриминант О равон 4 — 4. Он равен 
нулю при а = 1 и отрицателен при а = 2, 3, 4. Если Б = 4, то дискри- 
минант равен 16 — 4а. Он равен нулю при а = 4 и положителен при 
а= 1, 2, 3. Значит, событие «получится квадратное уравнение с дву- 
мя различными корнями» наступает в трёх случаях из 12 возмож- 
ных. Вероятность этого события равна 3 : 12 = 0,25. 


Другой способ записи решения состоит в аккуратной организации: 
полного перебора. Например. в виде следующей таблицы. 


ШЕШЕ |: |+ | 
на ЕЕ Е КИ Е ЕЕК ЕЕК 
а [ао [ааа [в [+ [о] 
[ив араа Го Го Го [о [о [о [о [2 [а [2 [1] 


Нужное событие наступает в подчёркнутых трёх случаях из 12, 
Вероятность равна 3 : 12 = 0,25. 

Отметим, что подобный полный перебор вряд ли разумен при 
больших значениях №, например при № > 100. В таких случаях 
придётся с помощью рассуждений оценивать количество решений 
неравенства О > 0 или 0? ~ 4а > 0. 


ПРИМЕР 2 


Число а произвольно выбирают из чисел —2, —1, 0, 1, 2. Какова ве- 
роятиость того, что график функции у = х? + а: а) пересечёт ось ор- 
динат; б) пересечёт ось абсцисс; в) пройдёт через точку (0: 1); г) пе 
пересечёт прямую у = -1,5? 


а) Это событие достоверно, оно произойдёт при любом вы- 
боре а. Действительно, достаточно подставить х = 0 и полу- 
чить у = а. Значит, (0; а) — точка пересечения графика е осью Оу. 
Вероятность равна 1. 


Решение 


ТЛАВА 4. КВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


6) Точка (х; и) есть точка пересечения графика с осью Ох, если 
у= лі +ану= 0. Значит, х +а = 0, х? = -0. Приа = -2, 1,0 
это уравнение имеет корни, при 1, 2 — не имеет. 

Поэтому событие «график пересечёт ось абецисс» наступает в 
трах олучвях кз пяти зожыовжкых, Вероятать отого события равна 


в) Если х = 0, тоу=ану 1 только при а = 1. Поэтому собы- 
тие «график пройдёт через точку (0; 1)» наступает в одном случае из 
пяти возможных. Вероятность этого события равна 1 : 5 = 0,2. 

19 Тетка (ЕТУ вет пока перасасианя грофава а крева уч —116, 
а орт еле раа и 
а = -2 это уравнение имеет корни, при а Гоа Пао 
нужное событие наступает в четырёх случаях из пяти возможных. 
Вероятность этого события ранна 4 : 5 = 0,8. 


6) 0,6; в)0,2; ғ) 0,8. 


а) 1; 


Замечание | другой и более наглядный способ решения состоит в том, чтобы на одном. 
рисунке построить все 5 парабол и отобрать из пих нужные. Построения не- 
‘сложные и детально разобраны в $ 21. 


В заключение разберём чисто комбинаторный пример на ис- 
пользование правила умножения. 


На левом берегу реки — три деревни, а на правом — два села. Реку 
можно перейти вброд в пяти местах. Сколькими способами можно 
пройти: 

а) из деревни в село, а потом вернуться в ту же деревию; 

6) из села в дерекию, а потом вернуться через другой брод и в 
другое село? 


а) Выбор деревни, из которой начинается движение, имеет 
3 исхода, выбор брода — 5 исходов. После этого — 2 исхода 
для выбора села. Начинаем возвращаться. Снова выбор брода имеет 
5 исходов, а деревия определена единственным образом: ведь надо 
вернуться в начальную деревню. По правилу умножения получаем. 
ответ: 3-5-2: 5-1 = 150. 

6) Решение такое же, как в пункте а). На последнем шаге снова 
выбор единственен: надо вернуться не в то село, из которого выходят. 
По правилу умножения получаем ответ: 2-5-3-4-1= 120. 


а) 150; 6) 120. 


Основные результаты 


В этой главе мы познакомились с новыми терминами 
математического языка: 

— квадратное уравнение, квадратный трёхчлен; 

— старший коэффициент, второй коэффициент, свободный 


— неприведенное квадратное уравнение, приведённое квад- 
ратное уравнение; 

— корень квадратного уравнения (квадратного трёхчлена); 

— дискриминант квадратного уравнения (квадратного 
трёхчлена); 

— рациональное уравнение; 

Мы вывели формулы: 

— корней квадратного уравнения ах? + Бх + с = 0: 


— разложения на множители квадратного трёхчлена: 
ах? + вх + стах — хх 2), 


где ху, х — корни квадратного трёхчлена. 

Мы сформулировали и доказали теоремы о связи числа 

корней квадратного уравнения ах? + 5х + е = 0 е ого 

дискриминантом 2 = Б? – 4ас и о связи корней уравнения с 

его коэффициентами: 

— «ли р < 0, то уравнение не имеет действительных 
корней; 

— сели 0 = 0, то уравнение имеет один корень: 

— если Ш > 0, то уравнение имеет два различных кори 

— если ху и х; — корни уравнения, то 


+=, лухт 2 (тсорема Виета). 


Для приведённого уравнения х2+рх +4 = 0 эти соотношения 
имеют вид 


ж +: 


р. ка =Ч. 


Тема исследовательской работы 


Соотношение между корнями н коэффициентами квадр 
уравнения. 


2] 


неравенство 
споремениой которых неравенство с переменной обращается в верное 
решение 

неравенства 


НЕРАВЕНСТВА 


$33. Линейные неравенства 
$34. Квадратные неравенства 
$35. Доказательство неравенств 
$36. Приближённые вычисления 
$37. Стандартный вид положительного 
ГЛАВА числа 
$38, Комбинаторные и вероятностные 
задачи к главе 5 


Свойства числовых равенств помогали нам решать уравнения, т. е. 
находить те значения переменной, при которых уравнение обращает- 
ся в верное числовое равенство. Точно так же свойства число- 
вых неравенств помогут нам решать неравенства с 
переменной, т. е. находить те значения переменной, при 


числовое перавенство. Каждое такое значение перемен- 
ной обычно называют решением неравенспи 
менной. 

Рассмотрим, например, неравенство 


2х+5<1. 


Подставив вместо х значение 0, получим 5 < 7 — 
равенство; значит, х = 0 — решение данного неравенст! 
ставив вместо х аначение 1, получим 7 < 7 — неверное неравенство; 
поэтому х = 1 не является решением данного неравенства. Под" 
ставив вместо х значение —3, получим -6 + 5 < 7, т. е. -1 < 7 — 
верное неравенство; следовательно, х = -3 — решение данного нера- 
зонства. Подставив вместо х значение 2,5, получим 2 · 2,5 + 5 < 7, 
т. е. 10 < 7 — неверное неравенство. Значит, х = 2,5 не является 
решением неравенства. 

Но вы же понимаете, что это — тупиковый путь: ни один ма: 
тематик не станет так решать неравенство, ведь все числа невоз- 
можно перебрать! Вот тут-то и нужно использовать свойства числовых 
неравенств, рассуждая следующим образом. 


с пере- 


Нас интересуют такие числа х, при которых 2х + 5 < 7 — вер 
ное числовое неравенство. Но тогда и 2х +5 – 5 < 7 – 5 — верное 
неравенство: к обеим частям неравенства прибавили одно и то же чис- 
ло -5. Получили более простое неравенство 2х < 2. Разделив обе его 
части на положительное число 2, получим верное неравенство х < 1. 

Это значит, что решением неравенства является любое число х, 
которое меньше 1. Эти числа заполняют открытый луч (90; 1). 


Обычно говорят, что этот луч — решение неравенства 2х + 5 < 7 
(точнее было бы говорить о множестве решений). Таким образом, 
можно использовать два варианта записи решений данного неравенст- 
ва: х < 1 или (-2; 1). 

Свойства числовых неравенств позволяют руководствоваться при 
решении неравенств следующими правилами. 


Правило 1 Любой член неравенства можно перенести из одной ча- 
сти неравенства в другую с противоположным знаком, не 
изменив при этом знак неравенства. 


Правило 2 Обе части неравенства можно умножить или разделить 
на одно и то же положительное число, не изменив при 
этом знак неравенства. 


Правило 3 Обе части неравенства можно умножить или разделить 
на одно и то же отрицательное число, изменив при этом 
знак иеравенства на противоположный. 


Применим эти правила для решения линейных неравенств, т. ©. 
неравенста вида 
ах+Ь>0(илнах +6 < 0), 


линейное Е 4 
ремне 38 где а и Б — любые числа, за одним исключением — а я 0, 


и неравенств, сводящихся к указанному виду. 


Решить неравенство 3. тх 


ПШИСТТТТТУШШЕ Перенесём член Тг в левую часть неравенства, а член -5 — 
в правую часть неравенства, не забыв при этом изменить зна 
ки и у члена 7х, и у члена —5 (руководствуемся правилом 1). Тогда 

получим: 


3х - Тк 2-15+ 5, т.е. -4х 2 -10. 


Разделим обе части последнего неравенства на одно и то же 
отрицательное число 4, ие забыв при этом перейти к неравенству 


противоположного смысла (руководствуясь правилом 3). Получим 
х < 2,5. Это и есть решение заданного нераненстна, 

Как мы условились, для записи решения можно использовать обо- 
значение соответствующего промежутка числовой прямой: (22; 2,5]. 


ж < 2,5, или (-90; 2,5] 


Для неравенств, как и для уравнений, вводится понятие равно" 
сильности. Неравенства /(х) < &(х) и г(х) < а(х) называют равносиль- 
ными, если они имеют одинаковые решения (или, в част- 

ности, если оба неравенства пе имеют решений). 
Обычно при решении неравенства стараются заме- 
нить данное неравенство более простым, но равносильным. 


равносильмые 

ата 

ры о | сму, Такую замену пазвают Базаосатњанм ррообрано: 

неравенств ваннем неравенства. Эти преобразования как раз и ука- 
заны в сформулированных выше правилах 1—3. 


Умножим обе части неравенства на положительное чис- 
ло 15, оставив знак неравенства без изменения (правило 2). 
Это позволит нам освободиться от знаменателей, т. е. перейти к более 
простому неравенству, равносильному данному: 
х 2:1 1 
ца) цад) 
5х + 3(2х - 1) > 30х — 1. 
5х + бх – 3 > 30х — 
Их -3 5 30х - 1. 
Воспользовавшись для последнего неравенства правилом 1, полу- 
чим равносильное ему более простое неравенство: 
Их - 30 > -1+ 3; 
—19х > 2. 


Наконец, применив правило 3, получим х < 1. 


рне 


Решить систему неравенств: 
Куа 2х -1> 3, 2х -1< 3, 


Зк-2<1; Я шара № [вк -2>и, 


ПИШИТЕ ›) Решая первое неравенство системы, находим: 2х > 4, 
х > 2; решая второе неравенство системы, находим: Зх < 18, 
х < 13, Отметим эти промежутки на одной координатной прямой, 


использовав для выделения первого промежутка верхнюю штрихов- 
ку, а для второго — нижиюю штриховку (рис. 120, а). Решением 
системы неравенств будет пересечение решений неравенств систе 
мы (на чертеже это промежуток, на котором обе штриховки совпали). 


В рассматриваемом примере получаем интервал (2,12). 


6) Решая первое неравенство системы, 
‘находим х > 2, решая второе неравенство 


системы, находим: Зх > 13, х > 18. Отме- 


тим эти промежутки на одной координатной. 
прямой, использовав для первого проме- 
жутка верхнюю штриховку, а для второ- 
го — нижнюю штриховку (рис. 120, 0). 
Решением системы неравенств будет луч 


7 
в) Решая первое неравенство системы, 
Ее 


Рие. 120 


системы, находим х > 12. Отметим эти промежутки на одной 
координатной прямой, использовав для первого промежутка верхиюю 
штриховку, а для второго — нижнюю штриховку (рис. 120, в). Ре- 
шением системы неравенств будет пересечение решений неравенств. 
системы, Оно пусто, значит, система меравенств ие имеет решений, 


ШИСГТЕШШШИ 25:01 0:215 —онетрешения. 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте три правила решения неравенства с одной 
переменной. 

2. Какие неравенства называют линейными нерапенствами с 
одной переменной? 

3. Какие неравенства называют равносильными? 


4. Как, применяя правила решения неравенства, вы решите 
неравенство: 
8) 2х+1<0; 6) 5+6> 7х +10? 


Квадратным неравенством называют неравенство вида 


ө ах + вх +с> 0, деа +0 
{вместо знака > может быть, разумеется, любой другой 
квадратное знак неравенства). Всеми необходимыми для решения 
неравенство таких неравенств теоретическими сведениями мы с вами 
располагаем, в чём сейчас и убедимся. 


Решить неравенства: 
1) -2х-3>0; в) х2-2х-3820; 
6) х? – 2х -3 < 0; т) х - 2х-3<0. 


ПЕШИЕ . Рассмотрим параболу у = д? 2х - 3, изображённую на 
рисунке 121. Решить неравенство л? — 2х -3> 0 — это 

значит ответить на вопрос, при каких значениях х ординаты точек 
параболы положительны. Замечаем, что у > 0, т. е. график функции 
расположен выше оси х, при х < -1 или при х > 3. Следовательно, 
решениями неравенства служат все точки открытого луча (5; 1), 
а также все точки открытого луча 

(3; +25). Используя знак О (знак обь- 
единения множеств). ответ можно 


00 (3; +=). 
Впрочем, ответ можно записать и 
так: х < -Цх> 3. 

6) Неравенство х? - 2х -3 < 0, 
или у < 0, тдеу = хі – 2х — 3, так, 
же можно решить с помощью ри- 
сунка 121: график расположен ниже 
оси х, если -1 < х < 3. Поэтому 
решениями данного неравенства слу- 


| рие 121 жат все точки интервала (-1; 3). 


е 


в) Неравенство х? — 2х -3> 0 отличается от неравенства д? — 
— 2х -3> 0 тем, что в ответ надо включить и корни уравнения 
х1 25-30, т. 6. точки х= -1 их = 3. Таким образом, решениями 
данного нестрогого неравенства являются все точки луча (20; —!], а 
также все точки луча [3; +55). 


т) Неравенство х? – 2х — 3 < 0 отличается от неравенства л? — 2х — 
= 3 < 0 тем, что в ответ надо включить и корни уравнения х? = 2х = 
-3=0, т.е. х= -1 их = 3. Следовательно, решениями дамиого 
нестрогого неравенства служат все точки отрезка [-1; 3]. 


шая неравенство ах? + 5х + е > 0, аккуратно строить параболу — 
график квадратичной функции у = ах? + Бх + с (как это было сделано 
в примере 1)? Достаточно сделать схематический набросок графика, 
для чего следует лишь найти корни квадратного трехчлена (точки 
пересечения параболы с осью х) и определить, куда направлены ветви 
параболы — вверх или вниз. Этот схематический набросок даст на- 
глядное истолкование решению неравенства. 


Ө) Практичные математики обычно говорят так: зачем нам, ре- 


1) Найдём корни квадратного трёхчлена -2х° + Зх + 
ж = 3; жз = 1,5. 


а вниз, поскольку старший коэффициент — 
отрицательное число —2. На рисунке 122 

Рис. 122 представлен набросок графика. 
3) Используя рисунок 122, делаем вывод: у < 0 на тех про- 
межутках оси х, где график расположен ниже оси х; в данном случае 
это два открытых луча (90; —1,5) и (3; +90), 


ПРИМЕР 3 
Решить неравенство 4х2 - 4х +1 < 0. 
Решение 1) Из уравнения 42? — 4х + 1 = 0 находим хи = 2. 
2) Квадратный трёхчлен имеет один корень х = 2: это ана- 
чит, что парабола, служащая графиком функции у = 4х? — 4х + 1, 


Каздратные 


не пересекает ось х, а касается её в точке 
х = 0,5. Ветви параболы направлены вверх 
(рис, 128). 

3) С помощью геометрической моде“ 
ли, представленной на рисунке 123, уста- 
навливаем, что заданное неравенство вы- 
полияется только в точке х = 0,5, посколь- 

95 ку при всех других значениях х ординаты 
трафика положительны. 


Вы, наверное, заметили, что фактически в примерах 1, 2, З исполь- 
зовался вполне определённый алгоритм решения квадратных но- 
равенста вида ах? + Бх + с> 0 (ах? + В + с < 0) в случае, когда 
квадратный трёхчлен ах? + Вх + с имеет корни, т. е. при 0 > 0. 


ЗЫБӘӘӘӘӘЫЫ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ КВАДРАТНОГО НЕРАВЕНСТВА 


ах +ъх+ с> 0 (ахї + 6х +с< 0) ПРИ Р 20 

1. Найти корни квадратного трёхчлена ах? + 6х + с. 

2. Отметить найденные корни на оси х и определить, куда (вверх 
или вниз) направлены ветви параболы, служащей графиком 
функции у = ах? + вх + е; сделать набросок графика. 

3. С помощью полученной геометрической модели определить, на 
каких промежутках оси х ординаты графика положительны 
(отрицательны); включить эти промежутки в ответ. 


На первом шаге этого алгоритма требуется найти корни квадрат- 
ного трёхчлена. Но ведь корни могут и не существовать, что же де- 
лать? Тогда алгоритм неприменим, следовательно, придётся рас- 
суждать иначе, Ключ к рассуждениям дают следующие теоремы. 


Если квадратный трёхчлен ах? + Ьх + с не имеет корней (т. е. его 
дискриминант № — отрицательное чиело) и если при этом а > 0, то 
при всех значениях х выполняется неравенство 

ах? +ъх+е> 0. 


Иными словами, если Р < 0, а > 0, то неравенство ах? + вх + 
+ е > 0 выполняется при всех х; напротив, неравенство ах? + Бх + 
+ < 0 не имеет решений. 


Графиком функции у = ал? + 2х + с является парабола, 
ветви которой направлены вверх (поскольку а > 0) и 
которая не пересекает ось г, так как корней у квадратного трёхчлен, 
по условию нет. График представлен на рисунке 124, а. При всех х 
трафик расположен выше оси х, а это значит, что при всех х выпол" 
ияется неравенство ах? + Бх + с > 0, что и требовалось доказать. 


Если квадратный трёхчлен ах? + Бх + с не имеет корней ( 
дискриминант 0 — отрицательное число) и если при этом а 
при весх значениях х выполняется неравенство 


ахі ++ < 0. 


Иными словами, если Р < 0, а < 0, то неравенство ах? + вх + 
+ е < 0 выполняется при всех х; напротив, неравенство ах? + х + 
+ с 2 0 ие имеет решений. 
Графиком функции у = ах? + вх + с является парабола, 
ветви которой направлены вниз (поскольку а < 0) и 
которая не пересекает ось х, так как корней у квадратного трёхчлена 
по условию нет. График представлен на рисунке 124, 6. При всех х 
график расположен ниже оси х, а это значит, что при всех х выпол" 
няется неравенство ах? + 6х + с < 0, что и требовалось доказать. 


Рие. 124 А 


Ретить неравенства: 
а) 2х2 -х +4 > 0; 


6) -х2 + 3х -8 20. 


ПШИТТТТТТУШШШ +) Найлём дискриминант квадратного трёхчлена 2х? — х + 


+ 4. Имеем Р = (-1)'-4-2-4=-81 < 0. Старший козффри- 
циент трёхчлена (число 2) положителен. Значит, по теореме 1 при 


дискриминант квадратного 

- СП) - С) = -23 < 0. Старший коэффициент 
трёхчлена (число -1) отрицателен. Следовательно, по теореме 2 при 
всех х выполняется неравенство —х* + Зх — 8 < 0. Это значит, что 
неравенство —* + Зх — 8 2 0 ие выполняется ни при каком значении х, 
т. е, заданное неравенство не имеет решений. 


+50); 6) нет решений. 


Познакомимся ещё с одним способом рассуждений, который при- 
меняется при решении квадратных неравенств. 


ПРИМЕР 5 
Решить неравенство 3х2 – 10х + 3 < 0. 
Решение Разложим квадратный трёхчлен 3х2 — 10х + З па мпожите- 
ли. Кориями трёхчлена являются числа 3 и 1, поэтому, 
воспользовавшись формулой 
ах + вх + стах х ху), 
получим: 
за лох +з 0: - 305-1). 
Отметим на числовой прямой корни трёхчлена: З и 1 (рис, 125). 


Пусть х > 3; тогда х 320и х - $ > 0, значит, и произведение 
4 - 3)[х- 2) положительно, Далее, пусть 1 < х < 3; тогда х3 0, 
вх- { > 0. Следовательно, произведение 3(х — 3)[х - {| отрицатель- 
но. Пусть, наконец, х < 1; тогда х 3 <Онх- 1 < 0. Но в таком 
случае произведение 3х — 3)[х - 1) положительно. 


Подводя итог рассуждениям, приходим к выводу: знаки квад- 
ратного трёхчлена 3х — 10х + 3 изменяются так, как показано 


ТЛАВА 5 НЕРАВЕНСТВА. 


* = 2 ва рисунке 125. Нае же нитересует, при 
—_—— = каких х квадратный трёхчлен пр 
Рис, 125 і отрицательные значения. С помощью гео- 


метрической модели, представленной на 
рисунке 125, делаем вывод: квадратный трёхчлен Зх? ~ 10х + 3 
принимает отрицательные значения для любого значения х из 


Метод рассуждений, который мы применили в примере 5, обыч- 
но называют методом интервалов (или методом промежутков). 
Он широко используется в математике для решения рациональ: 
ных неравенств. В 9-м классе мы изучим метод интервалов более 


подробно. 


При каких иачекихх паре р кндр урантенне 22 Бе + 
+= 0: 

а) имеет два различных корня; 

6) имеет один корень; 

в) не имеет корней? 


Число корней квадратного уравнения зависит от знака его 
дискриминанта 2. В данном случае = 25 — 4р”. 
Квадратное уравнение имеет два различных корня, если 0 > 0, 
значит, задача сводится к решению неравенства 25 — 4р? > 0. Умно, 
жив обе части этого неравенства на -1 (не забыв изменить при этом 
знак неравенства), получим 4р? – 25 < 0 и, далее, 

4 - 2.50 + 2,5) < 0. 

Знаки выражения 40р — 2,5/р + 2,5) указаны на рисунке 126. Де- 

лаем вывод, что неравенство 

4(р - 2,5/р + 2,5) < 0 
выполпяется для всех зпачепий р на иптерваля (-2,5; 2,5). Именно 
при этих значениях параметра р даниое квадратное уравнение имеет 
два различных корня. 

6) Квадратное уравнение имеет один корень, если О = 0. Посколь- 
ку = 25 - 4р?, то 0 = 0 прир = 2,5 или р = -2,5. Именио при этих 
значениях параметра р данное квадратное уравнение имеет только 
один корень. 

в) Квадратное уравнение не имеет корней, если 2 < 0. Решим 
неравенство 25 — 4р? < 0: 

4р — 2520; 


а - 2,5ур + 2,5) > 0, 


+ = +. откуда (см. рис. 126) р < -2,5; р > 2,5. 

07—55 Ф При отих значениях параметра р данное 
квадратное уравнение не имеет кормей. 

ау прире (-2.5; 2,5); 

6) прир = 2,5 или р = 2,5; 

в) прир < -2,5 илир > 2,5. 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте определение квадратного перавенства с од- 
ной переменной. 

2. Что даёт схематический набросок графика квадратичной 
функции при решении квадратного неравенства? 

3. Опишите алгоритм решения перавепства ах? + Бх + с> 0, 
тде а 20. Примените его для решения неравенства х? — 5х + 
+6 > 0. 

4. Опишите алгоритм решения неравенства ах? + Ьх + с < 0, 
где а 2 0. Примените его для решения неравенства х2 + х 
-12<0. 

5. Известно, что дискриминант О квадратного трёхчлена ах? + 
+ Бх + с отрицателен и а > 0. Что вы скажете о решении не- 


равенства: 
азах! +Бх+с> 0; вах? + +с20; 
бах + вис; гад + 5х + е0? 
Понсито свой ответ с помощью геометрической иллюстрации. 
6. Известно, что дискриминант Л квадратного трёхчлена ах? + 
+ Бх + с отрицателен и а < 0. Что вы скажете о решении не- 


равенства: 
а) ах + хъс 0: Маз +Ых+е20; 

б) ах? + х + с < 0; г) ах? + х +с< 0? 

Поясните свой ответ © помощью геометрической иллюстра- 
ции, 


Выше, в $ 12, мы уже расемотрели несколько примеров на доказа- 
тельство неравенств. В основном мы пользовались методом оценки 
знака разности левой и правой частей доказываемого неравенства. 
Рассмотрим ещё три примера использования этого метода. 


ПРИМЕР 1 
Доказать, что для любых х, у, г выполняется неравенство 
л аут + 322 + 14 > 2х + 12у + 62. 


Решение Состаним разность левой м правой частей доказынаомого 
неравенства: 

еее + 14) - 2х + 12у + 62) = 

т 26 41) 4 (402 – 12у + 9) + (827—6: + 3) +1 
= (0-10 + уз + 2-0 +1. 

Полученная сумма положительна при любых действительных 
значениях переменных х, у, г. Это зиачит, что требуемое перавенетво 
доказано. 


ПРИМЕР 2 
Пусть а — положительное число. Доказать, что а + 2 > 2, 
Решение Рассмотрим разность (а +2) - 2. Имеем: 


ато. а-да +1 в. 
а а 2 

Получили неотрицательное число, значит, а + 1 22. 

Заметим, что а + 1 = 2 тогда и только тогда, когда а = 1; 


жеа й 1, то 
а+1>2. 


ПРИМЕР 3 


неотрицательные числа. Доказать, что 
БЕСА 


Составим разность левой н правой частей неравенства, 
ав арав вав. М 


Получили неотрицательное число, значит, 25 > 26. 


ные ТГ | 


Заметим, что 22 = АБ тогда и только тогда, когда а = В (то 
гда Ма = У и, следовательно, 
2+ > 5. 
$ называют средним арифметическим чисел а и Ь; 
5] число называют средним геометрическим чисел а и 5. Таким 
образом, неравенство, доказамное в примере З, означает, 
среднее 


что среднее арифметическое двух неотрицательных 
арифметическое чисел не меньше их среднего геометрического. Доказан- 
среднее ное неравенство иногда называют иеравеиством Коши и 
геометрическое честь фрапцузекого математика ХІХ в. Огюста Коши. 
Неравенство Коши имеет любопытное геометрическое 
истолкование. Пусть дан прямоугольный треугольник и пусть вы- 
сота А, проведённая из вершины прямого угла, делит гипотенузу на 
отрезки а и В (рие. 127). В геометрии 
доказано, что ћ = УаБ (так что не 
случайно для этого выражения ввели 
термин «среднее геометрическое»). А что 
такое В? Это длина половины гипо- 
тенузы. Но из геометрии изнестно, 
что медиана т прямоугольного тре 
угольника, проведенная из вершины 
прямого угла, как раз и равна по 
ловине гипотенузы. Таким образом, 
неравенство Коши означает, что длина 
медианы, проведённой к гипотенузе 
(т. е. а), не меньше длины высоты, 


проведённой к гипотенузе (т. е. Мав ). 


Огюетен Луи Коши (1789—1857), мате 
матик и механик. Величайший ученый 
Франции. Занималея многими направ 
лениями математики, физики, астроно- 
мии и других областей естествознания. 
В частности, дал строгое определение ос 
лиза. Разработал математический аппарат КЕ) 


механики сплошных сред. Рис 127 а А 


Суть этого способа состоит в следующем: требуемое неравенство выт 
водит из какого-то известного (опорного) неравенства с помощью 
ряда преобразований. Такими опорными неравенствами могут слу 


0) и 


жить, например, перавенство а + 1 > 2 (верное для любого а 


неравенство Коши: 2—2 > Јав (вериое для любых исотрицательных 
значений переменных). 


Доказать, что если а > 0,6 > 0,с > 0, то 
1 


но] >9. 


ПШИТТТТТТУШШШ в..шем три опорных неравенства: 


авс ; аььне павер 
а = 
Вынесем за скобки общий множитель а + Б + е и получим: 


а +2+09(2+1+21) 29. 


Заметим, что знак равенства имеет место тогда и только тогда, ког 
да он имеет место во всех трёх опорных неравсиствах одновременно, 
т.е. приа=ф=е. 


Проиллюстрируем этот способ на двух примерах. Первый из них свя- 
зан с доказательством неравенства, которое было упомянуто в $ 14. 


Доказать, что если а > 0,2 > 0, то 


у < а + №. 


Предположим противное, что существуют такие положи“ 
тельные числа а и Б, для которых выполилется неравенство 
Ма +5 > а + №. Тогда, используя свойства числовых неравенств, 
п получаем: 


(4а+ъ] > (Ма +6): 
а+Ь>а+ 206 +5 
Мав < о. 


Но по условию а > 0, В > 0, значит, Хав > 0. Полученное 
противоречие означает, что сделанное предположение неверно, по- 
этому доказываемое неравенство верно. 


ПРИМЕР 6 


Доказать, что для любых неотрицательных значений а, Б, с, 4 
справедливо неравенство 


Метра > 45 + да. 


Решение Предположим противное: не для любых а, В, е, 4 справед- 


Мао +0 = Мав + ей. 
Возведи обе его части в квадрат, получим: 
аһ + ве + а4 + са < ав + 2\абса + са; 
ве + аа < 25а; 
Но согласно неравенству Коши 
ыы > Даа). 


Полученное противоречие означает, что сделанное предположение 
неверно, поэтому доказываемое неравенство верно. 


Рис. 128 


ТЛАВА 5 НЕРАВЕНСТВА 


Вопросы для самопроверки 


1. Что такое среднее арифметическое двух чисел а и 6? 

2. Что такое среднее геометрическое двух чисел а и Б? 

3. Какая связь существует между средним арифметическим и 
средним геометрическим двух чисел а и Б? 

4. С какими способами доказательства неравенств вы позна- 
комились в этом параграфе? 


И в 7-м, и в 8-м классах мы часто решали уравнения графически. 
Заметили ли вы, что практически во всех таких примерах уравнения 
имели «хорошие» корни? Это были целые числа, которые без труда 
отыскивались с помощью графиков, особенно на бумаге в клетку. 
Но так бывает далеко не всегда, просто мы до сих пор подбирали 
«хорошие» примеры. 

Рассмотрим два уравнения: {х = 2 -хи үх = 4 - х. Первое 
уравнение имеет единственный корень х = 1, поскольку графики 
функций у = УХ нут 2 - х пересекаются в одной точке А( 
(рис. 128). Во втором случае графики функций у 
тоже пересекаются в одной точке В (рис. 129), по с «плохими» 
координатами. Пользуясь чертежом, можно сделать вывод, что абе- 
цисса точки В примерно равиа 2,5. В подобных случаях говорят пе о 
точном, а о приближённом решении уравнения и пишут так: х = 2,5. 


Рис. 129 


Это одна из причин, по которой математики решили ввести в 
рассмотрение понятие приближённого значения действительного 
числа. Есть и вторая причина, причём, может быть, даже более су- 
щественпая. Что такое действительное число? Чаще всего — беско- 
печная десятичная дробь. Но производить вычисления с бескопечны- 

77) ми десятичными дробами пеудобпо, поэтому на практике пользуют- 


ся приближёнными значениями действительных чисел. Например, 
для числа л = 3,14159: 


. пользуются приближёнными 


приближение равенствами л = 3,141 или х = 3,142. Первое называют 
анана приближённым значением (или приближением) числа л 
приближение по недостатку е точностью до 0,001; второе называют 
по избытку приближенным значением (приближением) числа п по 


избытку с точностью до 0,001. Можно взять более точ" 
ные приближения, например: п = 3,1415 — приближение по недо- 
статку с точностью до 0,0001, л = 3,1416 — приближение по избытку 
е точностью до 0,0001. Можно взять менее точные приближения, 
скажем, с точностью до 0,01: по недостатку л = 3,14, по избытку 
п= 3,15. 

Знак приближённого равенства = вы использовали и в курсе ма- 
тематики 5— 6-го классов и, вероятно, в курсе физики, да и мы ранее 
пользовались им, например в $ 10. 


Найти приближённые значения по недостатку и по избытку с точно- 
стью до 0,01 для числ 


) 5; 62+; 
ПИТТ ИРИ м. знаем, что \ = 2,236... (ем. $ 10). Следовательно, 


35 = 2,23 — это приближение по недостатку с точностью до 

0.01; 45 = 2,24 — это приближение по избытку с точностью до 0,01. 

62+ = 2,000... + 2,236... = 4,236... Значит, 2 + 5 = 4,23 — 

это приближение по недостатку с точностью до 0,01; 2 + 5 = 4,24 — 
это приближение по избытку с точностью до 0,01. 


в) Имеем з, = 0.31818... (см. $ 8). Следовательно, 2; = 0,31 — это 


приближение по недостатку с точностью до 0,01; 1. = 0,82 — это 


приближение по избытку с точностью до 0,01. 


® 


Приближение по недостатку и приближение по избыт- 
ку называют иногда округлением числа. 


ТЛАВА 5. НЕРАВЕНСТВА 


Погрешностью приближения (абсолютной погрешностью) назы» 
вают модуль разности между точиым значением величины х и её 


приближенным значением а: погрешность — это |х = а]. 


Например, погрешность приближённых равенств п = 3,141 или 

к = 3,142 выражается формулой |х ~ 3,141| или соответственно 
формулой [я — 3,142]. 

Возникает чисто практический вопрос: какое при- 


абсолютная ближение лучше — по недостатку или по избытку, в 
погрешность каком случае погрешность будет меньше? Это, конечно, 


зависит от конкретного числа, для которого составляются 

приближения. Обычно при округлении положительных чисел поль” 

зуются следующим правилом. 

Правило округления Если первая отбрасываемая цифра в 
десятичной записи числа меньше 5, то нужно брать 
приближение данного числа по недостатку; если первая 
отбрасываемая цифра больше или равна 5, то нужно брать 
приближение по избытку. 

Применим это правило ко всем рассмотренным в этом параграфе 
числам, выберем для рассмотренных чисел те приближения, для 
которых будет наименьшая погрешность. 

1. Число я = 3,141592.... С точностью до 0,001 имеем л = 3,142; 
здесь первая отбрасываемая цифра равна 5 (ни четвёртом месте по 
еле запятой), поэтому взяли приближение по избытку. С точностью 
до 0,0001 имеем я = 3,1416 — и тут взяли приближение по избытку, 
поскольку первая отбрасываемая цифра (на пятом месте после запя. 
той) равна 9. А вот е точностью до 0,01 следует ваять приближение 
по недостатку: л = 3,14. 

2. Число 45 = 2,236... С точностью до 0,01 имеем 5 = 2,24 (при- 
ближение по избытку). 

3. Число 2 + {5 = 4,236... С точностью до 0,01 имеем 2 + (5 = 
= 4.24 (приближение по избытку). 


4. Число ў = 081818... С точностью до 0,001 имеем 1. = 0,318 


(приближение по недостатку). 
Рассмотрим последний пример подробнее. Возьмём укрупнён- 


ный фрагмент координатной прямой (рис. 130). Точка ЕО принадлежит. 
отрезку [0,318; 0,319], значит, расстояния от неё до концов отрезка не 


превосходят длины отрезка. Расстояния от точки 2; до концов отрезка 


вычисляются по формулам соответетвенно |1; - 0318], |1; — 0,318] 
а длина отрезка (0,318; 0,319} равна 0,001. Следовательно, 
‚о 80 ДЕР 
| - оз] < 0.001 и |2 - 0818] < 0,001. 


Таким образом, 


недостатку, и для приближения числа 3; по избытку) погрешность 


обоих случаях (и для приближения числа эў по 


не превосходит 0.001. 

Итак, почему же важно уметь находить приближённые значения 
чисел? Да потому, что оперировать с бесконечными десятичными 
дробями практически невозможно, равно как и использовать их для 
измерения величин. На практике во многих случаях вместо точ- 
ных значений берут приближения с наперёд заданной точностью 
(погрешностью). Эта идея заложена и в калькуляторах, на дисплеях 
которых высвечивается конечная десятичная дробь, т. е. приближение 
выводимого на экран числа (за тем редким исключением, когда вы- 
водимое число есть целое число или конечная десятичная дробь, 
умещающаяся на экране). 

До сих пор мы говорили: приближения с точностью до 0,01, до 
0.001 и т. д. Теперь мы можем навести порядок в употреблении 
терминологии. 

Если а — приближённое значение числа х и |х – а| < й, то гово- 
рит, что погрешность приближения не превосходит ћ или что чис- 
ло х равно числу а с точностью до ћ 

Переведём аналитическую модель |х — а] < А на геометрический 
язык: числу х на координатной прямой соответствует такая точка, 
которая удовлетворяет условию рх, а) < А, т. е. удалена от точки а 


на расетоянне, меньшее или равное А. На расстояние, 
относительная. равное А, удалены от точки а точки а й ма + ћ, значит, 
погрешность точка х принадлежит отрезку [а — ћ; а + А]. Иногда в та 


ких случаях используют запись х = а + А. Она удобна для 
измерений, если х — точное значение измеряемой величины, а а — 
более удобное для практики приближённое значение той же вели. 
чины. При этом обычно идут еще дальше: рассматривают отношение 
абсолютной погрешности л к приближённому значению а; отношение 


А называют относительной погрешностью. 


Известно, что 9,3 и 9,30 — две различные формы записи одного 
и того же числа. А есть ли разница в записях х = 9,3 и х = 9,307 
Проанализируем эти приближённые равенства, Запись х = 9,3 означа- 
ет, что 9,25 < х < 9,35, т. ех = 0,3 + 0,05. Запись х = 9,30 означает, 
что 9,295 < х < 9,305, т. е. х = 9,3 + 0,005. Таким образом, записи 
х= 9,3 их = 9,30 меравнозначны, вторая даёт значительно более точ- 
ные оценки для числа х. Относительная погрешность приближённого 


равенства х = 9,3 равна у = 0,0054, тогда как относительная погреш- 
ность приближённого равенства х = 9,30 равна 29 = 0,0054. 

Если производятся арифметические операции не с точными зна- 
чепилми величии, а с их приближенными значениями, то полезно 
знать погрешность приближения полученного результата. Пусть для 
положительных величин х и умы нашли приближенные значения а 
и Б с точностью соответственио А, и №. Это зиачит, что 
ысхха+ь, Б-Һу<Ь+ А. 0 
Тогда для суммы получаем: 

ба +0) - + < +++ +). 

Это двойное неравенство означает, что а + Б — приближённое 
значение суммы х + у, а абсолютная погрешность приближения равна 
№ + з. Таким образом, при сложении приближённых значений их 
абсолютные погрешности складываются. 

Для разности х – у получаем: 

а-№<ха+, 
ъ-м<-ус +0, 
(а-к х-ука- 0) +0 +. 

Это двойное неравенство означает, что  — Б — приближенно зна- 
чение разности х — у, а абсолютная погрешность приближения равна 
№ + з. Таким образом, при вычитании приближённых значений их 
абсолютные погрешности складываются. 

Перемножив неравенства (1) (счита 
жительны), получим: 

ар — (аһу +) + < ху < ар + (ай, +) + ми, = (2) 

Обычно достаточно малую величину №№, отбрасывают и переви» 

сывают неравенство (2) в виде 
аЬ (аһ, + Ь№) < ху < ав + (аһ, +). 

Это значит, что абсолютная погрешность произведения равна 
ай, + Б/у. Отсюда, в частности, следует, что если а — приближённое 
значение величины х с точностью №, то а" — приближенное значение 
для х", причем абсолютная погрешность приближения равна пай. 


что все их части поло- 


Освободимся от иррациональности в знаменателе: 


1. 3 ЕСЕП 
35-32 2 06-3005 + 321 з 
Известно, что 5 = 2,236... следовательно, \5 = 2,24, причём 
абсолютная погрешность этого приближённого равенства № = 0,01. 
Известно, что 4/2 = 1,414..., значит, {2 = 1.41, причём абсолютная 
погрешность этого приближенного равенства ћ, = 0,01. 
При сложении приближённых звачений абсолютные погрешности 
складываются, следовательно, 45 + {2 = 3,65, причём абсолютная 
погрешность этого приближённого равенства л = 0,02. Тогда абсолют- 


ная погрешность ћ приближённого равенства 3(45 + 42) = 1. 3,65 


равна 1 - 0,02. т.е. А < 001. 


Итак, е точностью 0,01 имеем: 
1 


5-2 


= {08,65 = 1.21666... = 1,22. 


оговорим о приближённом вычислении 
и $ 16, мы познакомили вас с алго- 
ритмом извл квадратного корня из точного квадрата, 
т. е, из числа вида л?, На самом деле указанный алгоритм мож“ 
но применять не только для отыскания точных, но и для отыска- 
ния приближённых значений квадратных корней. Мы говорили 
(см. $ 16), что для извлечения квадратного корня из натурального 
ч нужно это число разбить на грани — по две цифры в каждой 
грани при движении по цифрам числа справа налево. Если корень 
пе извлекается, то после цифры единиц заданного числа ставят за- 
пятую и образуют дальнейшие грани, каждая из которых имеет 
вид 00. Последовательные цифры результата находят по правилу, 
описанному в $ 16. В этом случае процесс извлечения квадратного 
корня бесконечен, его прекращают тогда, когда достигнута требуемая 
точность. 


Итак, © точностью 0,01 получаем \5 = 2.24. 


Иногда для приближённого вычисления квадратных корней ис- 
пользуют формулу 


МЕБ та + Ф. (одесь а > 0). (у 


Если число а + 3% возвести в квадрат, получим а? + В + 
Значит, точное равенство имеет вид 
+» 


ГЭ 
а +в т Еа 
К указанному выше приближённому равенству (3) имеет смысл 
переходить при достаточно малых (по модулю) аначениях в, когда 


слагаемым = можно пренебречь. 
Например, 


МЕ - агол 62+ 9 2.025. 


= 2,025. 


Как видите, использование в данном случае формулы (3) дало 
вполне приемлемую точность. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что называют приближённым значением числа по недо" 
статку? 

2. Что называют приближённым значением числа по из" 
бытку? 

3. Что называют округлением числа? 

4. Сформулируйте определение погрешности приближения 
(абсолютной погрешности). 

5. Сформулируйте правило округления. 

6. Закончите предложение: «Если а — приближённое значе- 
ние чиела хи |х а] < А, то говорят, что... 

7. Округлите число 3,4582165 до десятых; сотых; тысячных; 
десятитысячных. Найдите в каждом случае абсолютную. 
погрешность. 

8. Найдите приближённое значение числа 2,31872 е точно- 
стью до 0,01: 
а) по недостатку; 6) по избытку. 


Выше мы отмечали, что на практике для вычислений используют" 
ся конечные десятичные дроби, которые служат либо точными, либо 
приближёнными значениями величин. При этом для удобства вы- 
числений положительную конечную десятичную дробь иногда пред- 
ставляют в стандартном виде. Что это такое? Рассмотрим несколько 
примеров. 

1. Число ау = 274,35 можно записать так: 2,7435: 10°. 

2. Число аз = 5434 можно записать так: 5,434 · 10". 

3. Число аз = 0,273 можно записать так: 2,73 - 0,1 = 2,78. 10-1. 

4. Число ан = 0,0013 можно записать так: 1,3 - 0,001 = 1,3 - 10". 

5. Число а = 3,62 можио записать так: 3,62 › 10°. 


Во всех случаях мы представили заданное положительное число а, 
в виде произведения двух множителей. В качестве первого множителя 
мы брали число с одной значащей цифрой до запятой, т, е. число, 
целая часть которого — однозначное число (от 1 до 9). В качестве 
второго множителя брали число 10 в целой степени. 


Стандартным видом положительного числа а называют его пред” 
ставление в виде до - 10”, где 1 < 24 < 10, а т — целое число; число 
т называют порядком числа 


Так, в рассмотренных выше примерах имеем: 


стандартный вид. 4) порядок числа 0,0013 равен ~ 


числа 5) порядок числа 3,62 равен 0. 
порядок числа, Переход к стандартному виду числа иногда используют 
для вычислений. 


а) 2784-0007: 6) 24,377: 0,22: в) (0.0043. 


а) 2734 - 0,007 = (2,734 - 107): (17-109) = 
= (2,734 - Т) (10°. 10) = 19,138 - 10° = 19,138 -1 = 19,138; 
6) 24,877: 0,22 = (2.4877 - 10) : (2.2.10) = 

= (2,4377 : 2,2) - (10: 10) = 1.10805 - 10' 
= 1.10805 100 = 110,805; 

в) (0,0043)? = (4,3 - 103} = 4,32 - (1077)? = 18,49 - 10*= 
= 1,849. 10-10°= 1,849 .10° = 0,00001849. 


в. 


Однако осповиая польза от стандартной записи числа заключа- 
ется в следующем. Представьте себе, что вы производите вычис- 
ления или с очень большими, или с очень маленькими положи- 
тельными числами. Вам нужно вывести, скажем, на дисплей 


= 217000000000 и Ь = 0,0000045412 и пере" 
множить их. А на экране умещается только 8 знако тут-то 
и пригодятся стандартные записи чисел. Имеем; а "лон, 
= 4,5412 - 10; тогда 


а= 2,17. 10'' - 4,5412 - 10* = 9,854404 - 10° = 085440,4. 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте определение стандартного вида положи- 
тельного числа а. 

Что называют порядком числа а? 

В чём заключается польза от стандартной записи числа? 
Запишите в стандартном виде число: 

а) 25,43 в) 7,222; д) 0,005. 

го. 


ре 


В этом параграфе уже хорошо знакомые правило умножения и 
правило нахождения вероятностей мы применим для решения эа- 
дач, свизанных именно с неравенствами — числовыми, линейными, 
кнадратичными и др. 


В неравенстве а > Б можно вместо а и Б поставить 1, 2, 3, 4 или 5. 

в) Сколько всего числовых неравенств можно получить? 

6) В скольких случаях полученное неравенство окажется невер- 
ным? 

в) В скольких случаях верным окажется нераһенетво а > Б? 

г) Какова вероятность того, что при случайном выборе неравен- 
ства верным окажется и неравенство а > В + 27 


ПЕШИЕ ВИ . Для выбора левой части а и выбора правой части Б есть 

по 5 исходов. По правилу умножения число способов со- 
ставления неравенства равно 5 - 5 = 25. 
6) Проведём прямой перебор. Если а 


то неверны только два неравенства 3 > 5, 3 > 4. Если а = 2, то ие- 
верны 3 неравенства. Если а = 1, то неверны 4 неравенства. Всего 
получается 1 + 2 + 3 + 4 = 10 неверных неравенств. 

в) Аналогичный перебор. Если а = 5, то годятся Ь = 4, 3, 2, 1. 
Если а = 4, то годится Б = 3, 2, Тит, д. Всего получается 10 верных 
неравенств д > Б. 

т) Тут перебор даже проще. Если Ь = 3, 4, 5, то неравенство 
а > 0 + 2 неверно. Остаются только следующие возможности 5 > 1 + 
+2,4>1+2,5>2+ 2. С учётом пункта а) получаем, что вероятность 
того, что верным будет и неравенство а > Б + 2, равна 3 : 25 = 0.12. 


МИСТТТТВВЕНИИ 02. 010 №: по. 


Следующая задача похожа на пример 1 из дополнения к главе 2. 
В её решении можно использовать и перебор в виде таблицы, и дерево 
вариантов, и правило умножения. Мы выберем самый простой способ 
оформления: полное перечисление всех случаев. 


' Этот параграф написан П. В. Семеновым. 


ПРИМЕР 2 


В записи + © № вместо + можно поставить /2 или 5, вместо @ по- 
ставить знак < или >, а вместо № поставить 1, 2 или 3. 

некоторое неравенство, Какова вероятвость того, что оно кажется 
верным? 


Решение Сначала зафиксируем знак <. Из трёх неравенств /2 < 1, 
М2 < 2, \ < З верны два последних. Из трёх неравенсть 
№5 <1, 5 <2, \ < 3 верно только последнее, Теперь зафиксиру- 
ем знак >. Из трёх неравенств 4/2 > 1, /2 > 2, 4/2 > 3 верно толь- 


ко первое. Из трёх неравенств 5 > 1, /5 > 2, №5 > 3 верны два 
последних. Всего 


ем выбор для левой части и для правой части будущего неравенства. 


Ө) А от другой («логический») способ решения примера 2. Фиксиру- 
Тогда из двух возможных выборов знака < или > для одного из них 
получится 


верных неравенста будет ровно полопина из всех возможных. 
ность равна 0,5. 


Дано неравенство 48 — 13х = х? > 0. Пусть мы выбрали его целочис- 
ленное решение. Найдите вероятность того, что выбранное число бу- 


дет такж пением неравенства: 
в) х? < 101; 


а) хі > 0; 
б) х +10х<0; г) 4х2 – 20х + 21 < 0. 


ПШИТТТТТТУШШШ Сначала решим неравенство 48 — 13х - х? > 0. Для этого 
решим уравнение 48 — 13: — х? = 0. Имеем: 
х? + 13х - 48 = 0, = 13? +4. 48 = 361 = 197, 
за = а, д, 16, =. 
Ветви параболы у = 48 — 13х — х? направлены вниз. Значит, от- 
резок [-16; 3] — множество решений неравенства, В этом отрезке 
20 целых чисел. Значит, при случайном выборе из них возможны 20 
исходов, № = 20. 
а) Неравенство х? > 0 верно для 19 из 20 исходов, всех, кроме х = 0. 
равна 19 : 20 = 0,95. 


| 


2) 0,95; —6)0,5 


6) Множество решений неравенства х? + 10 < 0 — это отрезок 
между корнями уравнения х(х + 10) = 0, т. е. это отрезок [-10; 0]. 
В иём содержится 11 целых чисел из 20 возможных. Вероятность 
равна 11 : 20 = 0,55. 

в) Множество решений неравенства х? < 101 — нитервал 
(Лот; У101). Так как \ЛОТ чуть-чуть больше 10, то в этом интер- 
вале лежат следующие целые числа из 20 возможных: -10, -9, ..., 
0, 1, 2, 3. Их 14 штук. Вероятность равна 14 : 20 = 0, 

г) Множество решений неравенства 4х? ~ 20х + 21 < 0 — интервал 
{-8,5; 1,5). (Проверьте самостоятельной В этом нитервале лежат 2 це- 
лых числа из 20 возможных: -3 и -2. Вероятность равна 2 : 20 = 0,1. 


в) 0,1; пол. 


Вопросы для самопроверки 


1. Имеется четыре фрукта: яблоко, груша, апельсин, манда- 
рин. Все их надо раздать Пете и Паше так, чтобы каждому 
мальчику что-то досталось. Сколько имеется способов раз- 


б) у Пети ровно два фрукта; 
в) у Паши есть мандари! 
г) у Паши нет яблока? 
В каждом из вопросов а) — г) выпишите все нужные спо 
собы. 

Сформулируйте правило умножения для двух испытаний. 
Сформулируйте правило умножения для трёх испытаний. 
Сформулируйте правило нахождения вероятности. 
Объясните, почему вероятность невозможного события рав- 
на 0. 

Объясните, почему вероятность достоверного события рав” 
на 1. 


> тьыю 


Основные результаты 


• В мой главе мы познакомились © новыми терминами ма- 

тематического языка: 
линейное неравенство, квадратное неравенство; 

— решение неравенства; 

— среднее арифметическое, среднее геометрическое двух 
чисел; 

— приближенное значение числа по недостатку, по избыт- 
ку; округление числа; 


* Мы изучили несколько правил решения неравенств с одной 
переменной. 

• Мы, наконец, составили алгоритм решения квадратного 
неравенства. 


Тема исследовательской работы 


Неравенства со средними. 


'АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ 
УРАВНЕНИЯ 


$39. Многочлены от одной переменной 
$40. Уравнения высших степеней 
$41. Рациональные уравнения 


ГЛАВА 842. Уравнения с модулем 
$43. Иррациональные уравнения 
$44. Задачи с параметрами 


$45. Комбинаторные и вероятностные 
задачи к главе 6 


Пусть р(х) — многочлен, представляющий собой сумму одночленов 
ао, аух, азх?, ах”, ..., а, 1х°\, а,х*, где п — натуральное число, а аъ 
а, а. „1. 9. произвольные числа (ко»ффициенты), при 
чем а, 2 0. Условимся располагать эти одпочлены по убывающим 
степеням переменной х, т, е, записывать многочлен в виде 

ө рз) = 


еа иеа. аза + од + ах + во 

и называть эту запись стандартным видом многочлена 
р(х). Одночлен ах“ называют старшим членом многочле: 
на р(х), коэффициент а, — коэффициентом при старшем 
члене. Если а, = 1, то многочлен называют приведённым, 
если же а, 2 1 — то неприведённым. Одночлен аа назы" 
вают свободным членом многочлена р(х). Чиело п — по- 
казатель степени старшего члена — пазывают степенью многочлена. 
Например, х + 3 — приведёштый мпогочлен первой степени, -0,52° + 
+ 3х2 ~ 4 — пеприведённый многочлен пятой степени. Все числа 
Удобно считать многочленами нулевой степени; например. число 3 
можно представить в виде Зх", так как л? = 1 (если х + 0). 


стандартный вид. 
многочлена 
приведённый. 
многочлен 


ря 


Многочлены от одной переменной, как и любые многочлены, 
можно складывать, вычитать, перемножать, возводить в натуральную 
степень; при этом снова получается многочлен от одной переменной. 
Если складываются или вычитаются многочлены разной степени, то 
в результате получится многочлен, степень которого равна большей 
из имеющихся степеней, Если складываются или вычитаются много- 
члены одной и той же степени, то в результате получится многочлен 
той же или меньшей степени. Например, сложив многочлены первой 
степени х + 3 и пятой степени -0,5х° + 3х? - 4, получим -0,5л° + Зх? + 
+х-1 — многочлен пятой степени. Сложив два многочлена третьей 
степени 201 + 3х2 — хи -25? + Зх - 4, получим Зх? + 2х — 4 — много" 
член второй степени; сели же составить разность этих многочленов, 
то получится (22? + 3:1 - х) - (-253 + Зх - 4) = 47 + 3х2 - 4х 4 — 
многочлен третьей степени. 

Если многочлен р(х) умножается на многочлен я(х), то стар- 
ший член произведения равен произведению старших членов мно- 
гочленов р(х) и з(х). Поэтому если многочлен р(х) имеет степень п, а 
многочлен з(х) — степень т, то их произведение р(х) · г(х) имеет сте- 
пень т + п. Например, перемножив многочлен пятой степени —0,55° + 
+ Зх? — 4 и многочлен первой степени х + 3, получим: 

(0,512 + Зх? – 4х + 3) = 0,507 – 1,512 + 3х? + 9х2 – 4х 12. 
Это многочлен шестой степени (5 + 1 = 6). Обратите внимание, что 
старший член полученного многочлена шестой степени равен про- 
изводению старших членов перемножаемых многочленов: -0,5:* = 
= -0,5х°- х. 

Если многочлен р(х) степени п возвести в степень т, то по- 
лучится многочлен степени пт. Например, возведя многочлен 
пятой степени р(х) = -0,5х? + 3х? — 4 в квадрат, получим: 

(ху) = (-0,5х° + 3х2 ~ 4) = 
= (0,512 + Зх? — 4-0,5? + 32 4) = 
= 0,2519 — 1,557 + 225 — 1.557 + 9х4 — 122 + 2:7 – 12:2 + 16 = 
= 0,2519 — 307 + 4х? + 9х" — 242 + 16. 


Это многочлен 10-й степени (5. 2 = 10). 
Иногда выполнимо и деление многочлена на многочлен. 


Многочлен р(х) делится на многочлен а(х), если существует такой 
многочлен (К), что выполняется тождество 


рх) = 5х) бх). 0) 


При этом употребляется та же терминология, что и при делении 
чисел: р(х) — делимое, а(х) — делитель, (х) — частное. Впрочем, 
тождество (1) можно прочесть иначе: а(х) — частное, а ф(х) — дели- 
тель. 


Например, многочлен х? — Зх? + 5х ~ 15 делится на многочлен 22 + 
+5 и на многочлен х — 3, поскольку 


9 - Зл? + 5х — 15 = (42 + 5х - 3). 


Миогочлены х? + 5 и х - 3 — делители многочлена х? — Зх? + 
+ 5х - 15. 


Как и для целых чисел, для многочленов рассматривают деление с 
остатком. 


Если степень многочлена р(х) не меньше степени многочлена (х), 
то существует пара многочленов ф(х) и л(х) такая, что выполняется 
тождество 


рб) = қ) ао) + к), 7 
причём степень многочлена ғ{х) меньше степени многочлена зх). 


В формуле (2) многочлен р(х) называют делимым, з(х) — дели 
телем, (х) — частным (или неполным частным), а кх) 
остатком. Если гіх) = 0, т. е. р(х) делится на (х) без остатка, формула 
(2) принимает вид р(х) = а(х) · Фб). Таким образом, записанная выше 
Формула (1) — частный случай формулы (2). 

Степепь пе равного пулю остатка в формуле (2) должна быть мень- 
ше степени делителя. Если в качестве делителя выступает мпогочлен 
первой степепи, то в остатке будет многочлен пулевой степени, т. е. 
число; если в качестве делителя выступает многочлен второй степе» 
ни, то в остатке может быть число или многочлен первой степени. 
Степень частного д(х) равна разности степеней делимого рх) и дели- 
теля а(х). 


Выполнить деление с остатком многочлена 
| 2х: -х-Знах-2. 


решение илсе: 25° 53-252 4х + д: 63-242) + 
и О-о 20:5 8) +3. 
Итак, 2:2 - х - 3 = (х – 22х + 3) +8. 
Здесь 2х – х - 8 — делимое, х — 2 — делитель, 2х + 8 — частное 
(неполное частное), 3 — остаток. 


Остаток от деления многочлена р(х) на двучлен х — а равен р(а) 
(т. е. значению мпогочлена р(х) при х = а). 


Если (х) — делимое, х = а — делитель (многочлен первой 
степени), ф(х) — частное и ғ — остаток (многочлен мулевой 
степени, т. е. число), то по формуле (2) 


ро) = (х – адо) + г. (3) 

Если в формулу (3) подставить вместо х значение а, получим 
Р(а) = (а – ауда) + г. 

что и требовалось доказать. 


Эту теорему обычно называют теоремой Безу в честь французского 
математика Этьена Безу. 


Найти остаток от деления многочлена 2х? — х — 3 на двучлен х — 2. 

ПЕШЕТИТЕУРШИИ по теореме Безу остаток от деления многочлена р(х) = 

= 2х? - х- 3 ва двучлен х — 2 равен р(2). Значит, 
т=р(2)=2.2:-2-3=3. 


Сравните это решение с решением примера 1. Там мы получили 
такой же остаток, но по-другому, использовав при этом более сложные 
рассуждения. 

Если при х = а многочлен р(х) обращается в нуль, т. е. выполняет- 
ся равенство р(а) = 0, то число а называют корнем многочлена. Если 
ќа) = 0, то в формуле (3) г = 0 и она принимает вид р(х) = (х — ах). 
Это значит, что многочлен р(х) делится на х — а. Тем самым доказана 
следующая теорема. 


Если число а является корнем многочлена р(х), то р(х) делитея на 


двучлен х — 


Для деления многочлена р(х) на многочлен з(х) можно применять 
правило деления уголком, похожее на правило деления многозначных 
чисел. Чтобы получить старший член частного, старший член делимо- 
го р(х) делят на старший член делителя а(х). Полученный член част- 
ного (это будет старший член) умножают на делитель и произведение 


вычитают из делимого. Разделив стар’ 
ший член полученной первой разности 
на старший член делителя, находят 
второй член частного, умножают его 
на делитель, а произведение вычита 
ют из первой р чениой 
второй разностью поступают так же: 
делят её старший член на старший член 
делителя, тем самым находят третий 
член частного, затем умножают его н 

делитель, произведение вычитают из 
второй разности и т. д. Этот процесс 
либо приведет к делению многочле 
на р(х) на многочлен (х) без остатка, 
либо на искотором шаге получится 
разность, степень которой меньше сте 
пени делителя. — эта разность и будет 
остатком их). 


Этьен Безу (1730-1783), француз- 
ский математик. Основные труды от- 
носятся к теории алгебраических урав 
нений. 


Выполнить деление с остатком многочлена 2х? ~ х - 3 на двучлен 


х-2. 
ак видите, фактически мы в третий раз обращаемся к од- 


ному м тому же примеру. Но на этот раз выполним деле- 


ние уголком: 


2х'-х-3 |х-2 
2-4х [2+ 
Зх-З (первая разность) 
3х6 


З (вторая разность, остаток) 


Итак, 2х? - ж 


= (х - 2025 + 3) +3. 


| Разделить многочлен х? — 3х? + 5х ~ 15 на многочлен х? + 5. 


| гешение ОТТЕ 


+5 
Ета 15 
28 15 
о 
Итак, мы выполнили деление без остатка: 
х? — Зд? + Бх — 15 = (2° + БУХ - 3). 


Вы знаете многие приёмы разложения многочлена на множители, 
например: вынесение общего множителя за скобки, использование 
формул сокращенного умножения, группировка, разложение ква- 
дратного трёхчлена на множители с помощью его корней ли, х; (речь 
идёт о формуле ах? + Вх + е = а(х — их — х;)). Этим мы неодно- 
кратно пользовались в предыдущих главах. Доказанная выше те- 
орема 3 вооружает нас ещё одним приёмом: если число а является 
корнем многочлена р(х), то р(х) делится на двучлен х а, т. е. может 
быть представлен в виде р(х) = (х – ауд(х). Но чтобы составить такое 
разложение на множители, надо уметь находить корень многочлена 
Фіх). Отметим одну теорему, которая позволит нам иногда польз“ 
ваться указанным приёмом разложения многочлена на множители, 


Пусть все коэффициенты многочлена р(х) — целые числа. Если це- 
лое число а является корнем многочлена рх), то а — делитель сво- 
бодного члена многочлена р(х). 


Проведём для случая, когда р(х) — многочлен третьей 
степени: р(х) = Бх? + сх + 4х + т, где все коэффициенты 
Ь, с, 4, т — целые числа. По условию целое число а является корнем 
многочлена р(х). Это значит, что ра) = 0, т. е. 
Ба? + са? + а + т= 0. 


Преобразуем полученное равенство к виду т = а(-6а* — са – 4) 
и обозначим целое число Ба? – са — 4 буквой №. Тогда последнее 


равенство можно переписать в виде т = ай, а это и означает, что число 
а — делитель числа т, т. е. делитель свободного члена многочлена р(х). 

Аналогично проводится доказательство теоремы для случая, когда 
р(х) — многочлен 4-й, 5-й и вообще л-й степени. 


Разложить на множители многочлен 
бх) = х? - 4 +х+6. 
ПШИТТТТТТІШШШ Попробуем найти целочисленный корень этого многочлена. 
Если он есть, то по теореме 4 его следует искать среди де 
телей свободного члена заданного многочлена, т. е. среди делите- 
лей числа 6. Выпишем эти делители — «кандидаты в целочисленные 
корни»: +1, #2, #8, +6. Будем подставлять выписанные значения 
поочерёдно в выражение для р(х): 
р) -4=0; 
РСП =0. 
Итак, х = -1 — корень многочлена р(х), значит, р(х) делится на 
х+1. 
Разделим многочлен р(х) на двучлен х + 
2-4 ++ 6 [+1 
7з +з? 5+6 
ях 
сбл? — 5х. 
6+6 
6:6 
0 
Итак, х? – 452 + х + 6 = (х + И" – 5х + 6). Далее, 
а 5х +6 (к 205 - 3), 
поскольку 2 и З — корни квадратного трёхчлена д? — 5х + 6. 
Таким образом, 
2-4 ах + 6 = (х + И 2х - 3). 


Если многочлен ру(х) делится на многочлен з(х) и многочлен рх) де- 

лится на многочлен (х), то многочлен #(х) называют общим делите- 

лем многочленов ри(х) и рх). Чтобы найти общий дели- 

о еее тен а а 
тын. 


ПРИМЕР 6 


Найти общий делитель многочленов 
риз) т х* – За? + 5х - 15 и рух)  х? 5х +6. 
Решение Выше (см. примеры 4 и 5) мы видели, что 
рих) = х? — 307 + 5х – 15 = (х — Зул? + 5), 
рик = х? - 5х +6 = (х - 20 - 3). 
Сравнивая эти разложения на множители, делаем вывод: х — 3 — 
общий делитель заданных многочленов. 


Обычно стараются найти наибольший общий делитель — многочлен 
максимально возможной степени, на который делятся данные многоч 


зі + 1х Зах + 1, 
зо + И - Зах + 1, 
то общими делителями будут х, х2, (х* + 1х — Зах + 1) ит. д. Наи- 
больший общий делитель — его обозначают Р(х) — должен включать 
в себя множители х?, х* + 1, х- 3, (2х + 1). Значит, Р(х) = хх + 1) х 


х (х - Зах + 1. 
Если многочлен ф(х) делится на многочлен р(х) и на многочлен 
5] рих), то многочлен ф(х) называют общим кратным многочленов рух) 
и рдх). Самый простой способ отыскания общего кратного 
общее кратное двух многочленов — заданные многочлены: 
многочленов. ясно, что многочлен ((х) = рирх) — общее кратное 


многочленов ри(х) и рдх). Но обычно пытаются найти наи 
меньшее общее кратное — ето обозначают К(х) — многочлен мини" 
мально возможной степени, который делится на данные многочлены. 


Найти наименьшее общее кратное миогочленов 
рб) = хай + 102 — Зах + 1), 
рих) = хіі + 1 - Зах + 11. 


Многочлен К(х), который будет служить наименьшим 06- 
щим кратным заданных многочленов, должен включать в 
себя множители х7, х* + 1, х- 3, (2х + 1), Следовательно, 

Кх) = хх + 10 — Зах + 1), 


Вопросы для самопроверки 


1. Запишите в стандартном виде какой-нибудь многочлен пя- 
той степени от одной переменной. 


СЕЕ Га | 


2. Сформулируйте теорему о делении с остатком многочлена 
на многочле 

3. Сформулируйте теорему Безу. 

4. Найдите остаток от деления многочлена 22? + 
+ 1 на двучлен х = 1. 

5. Не производя деления, выясните, делится ли многочлен х? + 
+ 27 + Тх + 6 на двучлен х + 1. 

6. Известно, что многочлен х? — 252 — 5х + 6 имеет целочис- 
ленные корни. Какие из указанных ниже чисел могут быть 
корнями данного многочлена: 1, —1, 2, —2, 3, 3, 4, -4, 5, 
—5, 6, -6? 


- 35+; + 


В этом параграфе мы поговорим о решении уравнений вида Р(х) = 0, 
тде Р(х) — многочлен, степень которого выше второй. Имеются два 
основных метода решения таких уравнений: метод разложения на 
множители и метод введения новой переменной. 

Что касается метода введения новой переменной, то он вам 
знаком, мы не раз с успехом применяли его в алгебраических 
преобразованиях, а ниже на примерах покажем, как он применяется 
при решении уравнений. 

Сущиость метода разложения на множители состоит в сле- 
дующем. Дано уравнение Р(х) = 0, где Р(х) — многочлен, степень 
которого выше второй. Предположим, что нам удалось разложить 
многочлен на множители: Р(х) = РиРИх)Рих). Тогда заданное 
уравнение примет вид 


РИЗРАХРИХ = 0. 
Значит, либо Р(х) = 0, либо Рух) = 0, либо Рух) = 0. Обычно в 
таких случаях говорят, что получили совокупность уравнений: 
рих) = 0: Рах) =0; Рух = 0. 
Множество корней уравнения Р(х) = 0 представляет собой объ. 
единение множеств корней уравнений: 
Рю = 0; РАх)-0; Рух) = 0. 
Для разложения многочлена на множители используют из- 
вестные приёмы (вынесение общего множителя за скобки, формулы 


ТЛАВА 6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


сокращённого умножения, группировку), а также некоторые факты 
теории многочленов, о которых мы говорили в $ 39. 
Добавим ещё одно полезное утверждении 


Если приведённое уравнение! с целыми коэффициентами имеет 
‘рациональный корень, то этот корень обязательно является целым 
‘числом. 


Проведём доказательство на примере уравнения третьей 
степени. Дано уравнение х? + бх? + сх + 4 = 0, где Б, е, 
4 — целые числа. Предположим, что оно имеет рациональный корень 
„.. 2. где де 1и С — несократимая дробь. Подставив это значение 

в уравнение, получим; , 5 
(21 92) еа 

4 4 4 
р’ + Бра + рр + ар а 
р? = (6р? – срд — 44). 

Обозначив числовое выражение в скобках буквой т, получим. 
рї = фт. Это зиачит?, что р^: 4, т. е. р-р-р: 9. Мы предположи- 
ли, что га — несократимая дробь, т. е. числа р и 4 не имеют об- 


щих делителей. Но тогда соотношение р · р-р! д не имеет места. 
В силу взаимной простоты чисел р и 4 последнее соотношение воз- 


можно лить в случае, когда 4 = 1, и, следовательно, х = Е =р- 
целочисленный корень уравнения. 


Как доказанная теорема применяется на практике? Если дано 
приведённое уравнение с целыми коэффициентами, то методом проб 
следует найти целочисленный корень уравнения среди делителей сво" 

бодного члена. Если это не удаётся, приходится констатировать, что 
рациональных корней у уравнения нет и, значит, для его решения 
надо либо пользоваться готовыми формулами (они известны для 
уравнений третьей и четвёртой степеней, ко достаточно сложны, мы 
их не приводим), либо что-то изобретать (раскладывать на множители, 
вводить повую переменную). Если же дано неприведёниое уравиен; 
то существуют способы замены переменной, обращающие уравнение 
в приведённое, — мы их покажем в примерах 6 и 7. 


' Уравнение Р(х) 
приведённый. 
2 Вместо фразы ча делится на В 


0 называется приведенным, если многочлен Рх) — 


математике используют запись а 2 в, 


ПРИМЕР 1 
Решить уравнение х? + 2х? + 3х + 6 = 0. 


СТТ Разложим леную часть уравнения на множители: 


хх + 2) + х + 2) =0; 
(+ 27 +3) 0; 
х+2=0; +320. 


Из первого уравнения получаем х; = -2. Второе уравнение ие име- 
ет действительных корней. 


ПРИМЕР 2 
Решить уравнение х? + х? + 3х2 + 2+2=0. 


Имеем: 


бл + зу + (22+ 28 + 29-0; 
Жк И 9 200 6 +1) 0: 
Сї +х+ 10а + 2) 0. 


Остаётся решить совокупность уравнений: 
+ х+10; 2+2 =0, 
Ни одно из них ме имеет действительных корней. 


Нет корней. 


ПРИМЕР 3 
Решить уравнение з? + 4х? - 24 = 0. 


Попробуем найти целый корень заданного уравнения. Це- 
коэффициентами: 


Решение 


пом случае числа 24, Выпишем 
38: 54: 38:38: 212: 124. Потазиэ заето х в леле урезвепе ава, 

чение х = 1, получаем: 19 + 4-12 — таким образом, х = 1 пе 
является корпем Уздтиення Дале при Тиха 2 имеем: (1) + 
+ 4—1} - мо" 24 = 0. Итак, х; = 2 — корень урав- 
нения. 


Мы знаем, то вси а — корень многочлена РОО, то Рл) длится 
без остатка на х — а (см, теорему З на $ 20). Воспольовавшись этим, 
разделим многочлен х? 24 нах 2: 


и 


Таким образом, з? + 4х - 24 = (х - 2х2 + 6х + 12), следова- 
тельно, исходное уравнение принимает вид 
(х – 2)? + бх + 12) = 0. 


Это уравнение сводится к совокупности уравнений (одно из 
которых фактички ужа рио е ает 126 0. Вора 
уравнение не имеет корней. 


ПРИМЕР 4 
Решить уравнение х^ + х? - 20 = 0. 


Решение Введём новую переменную у = х*. Так как х^ = (х2) = у, то 
заданное уравнение можно переписать в виде 
0 +0- 20-0. 
Это — квадратное уравнение, кории которого можно найти устно: 
ч уту 
Но у = х?, значит, задача свелась к решению двух уравнений: 


2 =4; х? 5. 


Из первого уравнения находим: хуз = +2; второе уравнение не 
имеет корней. 


Уравнение вида 
ө ич ай чето 
пазывают биквадратным («би» — два, т. е. как бы «дваж- 


‘биквадратное ды квадратное» уравнение). Только что решённое урав 
Уравнение нение было именно биквадратным. Любое биквадратное 
уравнение решается так же, как уравнение из примера 4: 

вводят новую переменную у = х", решают полученное квадратное 
относительно переменной у, а затем возвращаются к 


туации, т. е. хорошо ей соответствовал. Почему? Да потому что одно 
и то же выражение явно встречалось в записи уравиения несколько 
раз и был резон обозначить это выражение новой буквой. Но так 
бывает не всегда, иногда новая переменная «проявляется» только в 
процессе преобразований. Именно так будет обстоять дело в следу 
ющем примере. 


Ө) В примере 4 метод введения новой переменной был адекватен си- 


Решить уравнение х(х – 10х – 2х - 3) = 24. 
Имеем: 
эх — 3) = х2 — 3а; (х - 10 2) = 12-342. 
Таким образом, заданное уравнение можно переписать в виде 
2 Зх? – Зх + 2) = 24. 

Вот теперь новая переменная «проявилась»: у = х? — Зх. С её по- 
мощью уравнение можно переписать в виде Му + 2) = 24 и, далее, 
у? + 2у – 24 = 0. Корнями этого уравнения служат числа 4 и -6. 

Возвращаясь к исходной переменной х, получаем два квадратных 
уравнения: х? – Зх = 4 и х? – 3х = -6. Из первого уравнения находим: 
ху = 4, х; = -1; второе уравнение ие имеет корн 


Отот 


Решить уравнение 212? + х? – Эх – 1 = 0. 
Если свободный член уравнения равен 1 или 1, то значе- 
ние х = 0 не является корнем уравнения, а потому можно 
обе части уравнения разделить почленно на х", а затем ввести новую 
переменную у = 


У +5 -у- 21-0. 


Среди делителей числа -21 методом проб (как в примере 3) най- 
дём целочисленный корень последнего уравнения: уз = -8. Разделив 


многочлен у? + Бу? - у 21 нау + 3, получим квадратный трёхчлен 
уе + 2 - Те корнями ул» = -1 2 242. Так как, далее, х= 7, то на- 
ходим соответственно: 


1 
ж-1 = 
"Ти 


з 


БЕГ а Баа" 
ааыа Нәр 
” -1 т 


ПРИМЕР 7 
Решить уравнение 4х? — 10х? + 14х – 5 = 0. 


Решение `Умножив обе части уравнения на 2, получим: 
82? — 20:1 + 28х - 10=0; 
(25) 5. (22) + 429) - 10-0. 

Введём новую переменную у = 2х, получим приведённое уравие- 
ние у’ 5? + 14у - 10 = 0. Целочиеленный корень уравнения оче- 
виден: уу = 1. Разделив многочлен у’ — Бу’ + 14у – 10 на у - 1, полу- 
чим квадратный трехчлон у? — 4у + 10, ис имеющий действительных. 


корней. Так как х = Ф, то ху = № = 1 — единственный корень 


© Биншин 


Уравнения вида ах“ + Бх? + сх? + Бх + а = 0 (где все 
коэффициенты отличны от нуля) называют возвратными 
как бы возвращаются в по- 


уравнений. 

Рааделим почленно все члены уравнения на х? (что вполне за- 
конно, так как значение х = 0 не является корнем уравнения); полу 
чим: 


СНЕ 
2+4: 


ЕЕ 


+е*0. 0 


Положим у = х + 1, тогда = (х5 1), откуда находим, что 


21 + 1. = 07 — 2. С помощью новой переменной у уравнение (1) мож- 


но переписать в виде а(у? — 2) + Бу + с = 0. Предположим, что это 
квадратное уравнение имеет корни и; и у:. Тогда, возвращаясь к 
переменной х, остаётся лишь решить два уравнения: 


‚И сг 
хърти Хърт 


Уравнения вида ах“ + Бх? + сх? + Арх + Иа = 0 (где все коэффи- 
циенты отличны от нуля) также называют аозератными, Здесь после 
почленного деления на х? получаем: 


ае ье а 
[+] ео ® 
Бонуе о (+2), откуда 


зки. 


С помощью новой переменной у уравнение (2) можно переписать в 
виде квадратного уравпепия 
ац - 20) +ъу+е=0. 


Если это уравнение имеет корни у; и у», то остаётся решить два 
уравнения: 


Е - и: а. 
ХЕ: хт Ау 


ПРИМЕР 8 


Зуб — 252 — 9:7 — 4х + 12-0. 
Здесь -4 = -2 : 2, 12 = 3. 22, значит, коэффициенты много- 
члена имеют вида, Б, с, 25, 2їа. Это — возаратное уравнение. 
Полелив обе части уравнения почленно на х°, получим: 
з - 20-90-22 [а о 
х3: 


з( +] -2[=+] -9-0. (у 


Решение 


а 

Положим у е х + 2, тогда ут = (х 2], откуда находим, что 
х0 + И - 4. С помощью новой переменной у уравнение (3) можно 
переписать в виде 30 - 4) - 20 – 9 = 0, т. е. Зу? - 2у - 21 = 0. Найдём 
кории этого квадратного уравнения: и = 3, у = -Г. Возвращаясь к 
переменной х, остаётся решить два простых уравнения: х + 2 =3 и 
2. = Из первого уравнения находим: 
уравнение не имеет действительных корней. 
1,2. 


х+ 


Ответ 


Вопросы для самопроверки 


1. Может ли какая“ месократимая дробь быть корнем 
многочлена з? — 2х? — 5х + 6? 
2. Что такое уравнение? Опишите метод его ре- 


3. Назовите два основных метода решения уравнений выс- 
ших степеней. 


Рациональные уравнения мы уже решали в предыдущих параграфах 
(см., например, $ 5, 28, 31), Здесь рассмотрим несколько более слож- 
ных примеров. 


ПРИМЕР 1 


вы, 8 1 
Пи ‘ыы, 


Решение 


РРР МОШЕ Е ИМ 
по 55-0 50+ 


45-1002 5 853-0310 
Етап 4 


уравнения (1), получим: 

2-х +2=0. (2) 

Рассмотрим многочлен р(х) = 2х2 — 5х? + х + 2. Заметим, что 

х = 1 — корень этого многочлена, поскольку (1) = 2—5+1+2=0. 

Следовательно, по теореме З из $ 39 многочлен р(х) делится без ос- 
татка на двучлен х — 1: 


202-5: +2151 
22: -3х-2 


Итак, р(х) = (х = 10221 - 3х - 2). Квадратный трёхчлен 2х2 — 
— Зх – 2 имеет корпи 2 и —0,5. Итак, мы нашли корни уравнения (2): 
1.2, -0,5. 

Но (внимание!) утверждать, что уравнение (1) уже решено (а с ним 
решено и заданное уравнение) пока нельзя, ведь мы не проверили 


(1), не обращается в 
Замечаем, что при 2 = 1 опамеватель (= 12 + 1) обращается в 
нуль, т. е, это значение не является корнем уравнения (1); х = 1 — 
посторонний корень. 
При значениях х = 2 или х = -0.5 знаменатель (х — 1х + 1) 
в нуль не обращается. Эти значения — корни исходного уравнения. 


Е 
тагт 


1, 
г 


Введём новую переменную у = х? + Зх. Это позволит 
представить уравнение в более простом виде (что, собст" 
венно говоря, и составляет цель введения новой переменной — зач 
пись упрощается и структура уравнения становится более ясной): 
1 ат 
9-5 
Общим знаменателем имеющихся дробей служит 
Уу - ЗЖу + 1). 

Перепишем уравнение, расставив дополнительные множители: 

фас дав дель 

== +. 

уз ‘у 5 
Умножив обе части уравнения на общий знаменатель 5(у — ЗХу + 1), 
получим: 


ту - 209 +4=0; 
ш-4 шт 


Теперь для найденных корней надо проверить выполнение условия 
у - Зу + 1) = 0. Оба корня этому условию удовлетворяют. 


ПРИМЕР 3 


Решить уравнение 
9 
2 += 27. (3) 


Леван часть уравнения (3) представляет собой сумму 
квадратов выражений хи -22.., Это наталкивает на мысль 


вычесть из обеих частей уравнения удвоенное произведение указан“ 
ных выражений, чтобы левая часть уравнения стала полным 
квадратом разности, Итак, прибавим к обеим частям уравнения (3) 


Преобразовав выражение в скобках, получим: 
РЕ А ВЫ 
(=) тт аа: 


Положим теперь у = Ау, Тогда уравнение примет вид у? + ву — 


= 27 = 0, откуда у: = 
ности уравнений: 


9, и: = 3. Задача свелась к решению совокуп- 


Жо аы 
ти 
Первое уравнение не имеет корней; из второго находим х1. = 
& зі Оба найденных значения х удовлетворяют условию 


х +350 и являются корнями исходного уравнения. 


нистани 5 


Вопросы для самопроверки 


1. Какие уравнения называют рациональными уравнениями с 
одной переменной? 

2. Опишите алгоритм решения рационального уравнения. 

3. Расскажите, почему при решении рационального уравие- 
ния могут появиться посторонние корни. Как их отсеять? 


Выше, в $ 17, уже говорилось о решении уравнений с модулями, 
т. е. орешений уравнений, содержащих переменную под знаком мо” 
дуля. Там речь шла о решении простейших уравнений с модулем — 


ТЛАВА 6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


уравнений вида |ах + в] = с. Мы показали способ решения таких 
уравнений, основанный на геометрическом смысле выражения |х — а|. 
Теперь рассмотрим более сложные примеры. 


ПРИМЕР 1 
Решить уравнение х? + 215 - 11-6 = 0. 


Решение Если х - 120, то |х - 1] = х - 1 и заданное уравнение 


е. хі + 2х 


Если же х - 1 < 0, то |х = 1 = (ж - 1) и заданное уравиение 
прииимает вид 
х? 2-19-60, т.е. х? 21-420. 


Таким образом, заданное уравиение следует рассмотреть по от- 
дельности в каждом из двух указанных случаев. 

1) Пусть х 1 2 0, т. е. х > 1. Из уравнения х + 2х — 8 = 0 на- 
ходим ху = 2, хь = -4. Уеловию х > 1 удовлетворяет лишь значение 
ж=2. 

2) Пусть х-1< 0, т. е. х < 1. Из уравнения х? — 2х — 4 = 0 на" 
ходим ху= 1 + 45, ж=1- 45. Условию х < 1 удовлетворяет лишь 
значение х, -1- 45. 


2,1- 45. 


ВаМИЧаНИЕ | Способ, который мы использовали при решении примера 1, иногда на» 
зывают так: раскрытие модуля по определению, 


Решить уравнение [2° — бх + 719 "2 


Первый способ (раскрытие модуля по определению). 
Рассуждая, как в примере 1, приходим к выводу, что за” 
данное уравпепие пужно рассмотреть в двух случаях: 

1л - 6х+720; 2) х2 - 6+7 0, 


1) Если х? - бх +72 0, то [57 — бх + Т| = д? - бх +Ти 
заданное уравнение принимает вид х? - бх + 7 = 
3х2 – 23х + 30 = 0. Решив это квадратное уравнение, получим: 

5 
26, х2 


Выясним, удовлетворяет ли значение ху условию х2 — бх + 
+7 > 0. Для этого подставим указанное значение в квадратное 
неравенство. Получим: 6: = 6:6 + 72 0, т.е. 7 > 0 — верное 
неравенство. Значит, х = 6 — корень заданного уравнения. 

`Выясним, удовлетворяет ли значение хз условию х? ~ бх + 7 2 0. 
Для этого подставим указанное значение в квадратное неравенство. 


== 
Е 
+ 12 = 0. Решив это квадратное уравнение, получим: 


= 


уравнение принимает вид —(х? — бх + 7) = 


з= 
Выясним, удовлетворяет ли значение ху условию х? ~ бх + 
+ 7 < 0. Для этого подставим указанное значение в квадратное 
неравенство. Получим: 3-6-3 = 7 < 0, т.е. -2 < 0 — верное 
неравенство. Значит, хз = 3 — корень заданного уравнения. 
Выясним, удовлетворяет ли значение х, условию х? – бх + 7 < 0. 


Для этого подставим указанное значение в квадратное неравенство. 


Таким образом, ха 


Вывод: заданное уравнение имеет корни 6 и 3. 
Второй способ. Выше, в $ 17, уже говорилось о том, что при 

пи уравнений с модулями часто рассуждают так. Равенство 
{| = а при а < 0 неверно, при а > 0 эквивалентно совокупности двух 
равенств с = а, с = -а, при а = 0 сводится к с = 0 (впрочем, послед 
ний случай можно объединить со случаем а > 0). Поэтому если дано 
‘уравнение |/(х)| = А(х), то при №(х) < 0 оно не имеет решений, а при 
Мх) > 0 надо расемотреть два случая: Ил) = А(х); Қз) = А0) (сово- 
купность уравнений). 


„Для заданного уравнения потребуем выполнения условия 
и рассмотрим совокупность уравнений: 


5х 


9 
920 


хе - бит 509, бит = 55 


руны 


Оба эти уравнения решены выше (при первом способе решения за- 
5-9 


данного уравнения), их корни таковы: 6, 5, 3, $. Условию 20 


из этих четырёх значений удовлетворяют лишь два: 6 и 3, 

Вывод: заданное уравнение имеет корни 6 и 3. 

Третий способ (графический). 

1) Построим график функции у = |х? - бх + 7, Сначала построим 
параболу у = х? ~ бх + 7. Имеем: 

х бх +7 - 3) – 2. 

График функции у = (х - 3} - 2 можно получить из графика 
функции у = х? сдвигом его на 3 единицы масштаба вправо (по оси х) 
и на 2 единицы масштаба вниз (по оси У). Прямая х = 8 — ось 
интересующей нас параболы. В качестве контрольных точек для 
более точного построения графика удобно взять точку (3; -2) — 
ршину параболы, точку (0; 7) и симметричную ей относительно 
оси параболы точку (6; 7). Парабола изображена на рисунке 131. 

Чтобы теперь построить график функции у = |5 = бх 4 1, 
надо (см. $ 25) оставить без изменения те части построенной па“ 
раболы, которые лежат не ниже оси х, а ту часть параболы, кото- 
рая лежит ниже оси х, отобразить симметрично относительно оси х 
(см. рис. 131). 


2) Построим график линейной 


Функции у = = Э. В качестве конт- 


рольных точек удобно взять точки 
(0; 3) и (3; 2). Прямая, служащая 
трафиком указанной линейной функ” 
ции, представлена на том же рисун- 
ке 181. 

Сделаем некоторые пояснения к 
рисунку 131. Парабола пересекает 
ось х в двух точках; чтобы их найти, 
надо решить уравнение х2 — бх + 7 = 0. 
Получим ху = 3 – №, х. = 8 + 4/2, 


Прямая у = = 9 пересекает ось х 


Рие. 131 


ъточке 1,8 (в этой точке у= 0). Ноз - /2 < 1.8. значит, точка пересечения 
прямой с осью х находится правее соответствующей точки пересече- 
ния параболы © осью х. Это пашло своё отражение на рисунке 131. 

3) Судя по чертежу, графики пересекаются в точках А(3: 2) н 
. Подставив абсциссы этих точек х = 3 и х = 6 в заданное 
ше, убеждаемся, что и при том и при другом значении по- 
лучается верное числовое равенство. Таким образом, наша гипотеза 
подтвердилась — уравнение имеет корни З и 6. 


Рие. 132 


Рие. 122 


ПИШЕТ 00 способ. Выражение 2х — 4 обращается в 0 при х = 


Вы, конечно, понимаете, что графический способ при всём своём 
изящестье не очень надёжен. В расемотренном примере он сработал 
только потому, что корни уравнения — целые числа, Тем не менее в 
пользе этого метода мы пе раз с вами убеждались. 


ение [2х = 41+ [5+3 


Решить ура 


а выражение х + 3 — при х = -3. Эти две точки разбивают 
числовую прямую на три промежутка (рис. 132). 

Рассмотрим первый промежуток 

ре 2 Е (со; -3). Если х < -3, то 25-4 <0и 

х + 3 < 0. Значит, [2 — 4] = (2х – 4), 

ах + 3] = -(х + 3). Таким образом, на рассматриваемом промежутке 

заданное уравнение принимает вид -(2х ~ 4) ~ (х + 3) = 8. Решив 


). Если -3 < х < 2, то2х— 
-4<0их+320. Следовательно, |2х 2-2" 4). а|х +3] 0+3). 
Таким образом, па рассматриваемом промежутке заданное уравнение 
принимает вид (2х — 4) + (х + 3) = 8, Решив это уравнение, находим 

Это пвичекие приходит рассиктризесмому яроможутку, 
поэтому является корнем заданного уравнения. 

Рассмотрим третий промежуток [2; +9). Если х > 2, то 
25-42 0 их +3 > 0. Значит, |2х — 4] = (2х – 4), а |х + 8| = 
= (х + 3). Таким образом, на рассматриваемом промежутке заданное 
уравнение принимает вид (2х — 4) + (х + 3) = 8. Решив это уравне- 
ние, находим х = 3. Это значение принадлежит рассматриваемому 
промежутку, а потому является корнем заданного уравнения. 

Итак, нашли два корня: —1, 3. 

Второй способ. Преобразуем уравнение к виду 


2-21 +5 +3] = 8, 
4 в Переведём это соотношение на 
ут $ и, геометрический язык: нам нужно най- 


ти на координатной прямой такие точ- 
ки М(х), которые удовлетворяют условию 2р(=; 2) + р(х; -3) = В 
(рис. 183), или 

МА + 2МВ-8 о 
(здесь А = А(-3), В = В(2)). 


Баа —— 


Интересующая нас точка М не может находиться левее точки А, 
так как в этом случае МВ > 10 и, следовательно, равенство (1) не 
может выполняться. Рассмотрим случай, когда точка М(х) ложит 
между А и В (точка М, на рис. 133). Для такой точки равенство (1) 
принимает вид 

@«- (3) + 202 - х) = 8, 
откуда паходим х = -1. 

Рассмотрим случай, когда точка М(х) лежит правее точки В (точ 

ка М; на рис. 133). Для такой точки равенство (1) принимает вид 

(х (23) + 20 - 2) = 8, 
откуда находим х = 3. 


| отет И 


Советуем вам попробовать использовать для решения уравнения 
из примера 3 графический способ. Для этого надо построить график 
функции и = |2х = 4| + |х + 3|. Почти такой же график был ранее 
построен в $ 17. 


Вопросы для самопроверки 


1. Назовите три основных способа решения уравнений с моду- 
лями. 

2. Примените указанные вами способы для решения уранне- 
ния |х 3|= 2. 


Если в уравнении переменная содержится под знаком корня (квад 
ратного, кубического и т. д.; мы пока ограничимся квадратными 
корнями), то уравнение называют иррациональным. Бывают случан, 
когда математическая модель реальной ситуации 
‘иррациональное | представляет собой иррациональное уравнение — мы 
Уравнение є этим уже встречались (см. комментарий после приме- 

ра 3 в $ 31). 

Рассмотрим иррациональное уравнение 


Ах +1 =3. 


ө Это равенство по определению квадратного корня означает, что 
метод 
возведения 


2х+1= 


2. Фактически от заданного иррационального уравнения мы 
перешли к рациональному уравнению 2х + 1 = 9, возведя 
в квадрат обе части иррационального уравнения. Ме. 
тод возведения в квадрат обеих частей уравнения — ос- 


квадрат новной метод решения иррациональных уравнений, со- 


держащих переменную под знаком квадратного корня. 
Впрочем, это понятно: как же иначе освободиться от знака квадратно" 
го корня? Из уравнения 2х + 1 = 9 находим х = 4. Это корень как 
уравнения 2х + 1 = 9, так и заданного иррационального уравнения. 
Метод возведения в квадрат технически несложен, но иногда 
приводит к неприятностям. Рассмотрим, например, иррациональное 


уравнение 
Мх -5 = М=-Т. 


Возведя обе его части в квадрат, получим: 


(5) - (д7. 


2-5 =4х-7:х=1. 


Но значение х = 1, будучи корнем рационального уравнения 
2х -5 = 4х - Т, не является корнем заданного иррационального 
уравнения, Почему? Подставив 1 вместо х в заданное иррациональное 
уравнение, получим {-3 = 3. Как же можно говорить о выполне- 
нии числового равенства, если и в левой и в правой его частях 
содержатся выражения, не имеющие смысла? В подобных случаях 
говорят: х = 1 — посторонний корень для заданного иррационального 
уравнения. Получается, что заданное иррациональное уравнение ие 
имеет корней, 

Решим иррациональное уравнение 


У 5-8 -х-6. 
Воспользуемся методом возведения в квадрат: 
(25-2) = (к - 6): 
2х + бк 2-07 - 12х + 36; 
2+ М - 38 =0, 


Корни этого уравнения можно найти устно: их произведение 
равно -38, а сумма равна -17; нетрудно догадаться, что это числа 2 
и -19. Итак, ху = 2, х 
Подставив значение 2 
Уравнение, получи 


М2 +5.2-2 2-6, т.е. 16 =-4. 


сто х в заданное иррациональное 


Это неверно. 
Подставив значение —19 вместо х в заданное иррациональное 


М2 19у +5. (-19)-2 =-19 - 6, т. е. /625 = -25. 


Это также неверно. 

Каков же вывод? Оба найденных значения — посторонние 
корни. Иными словами, заданное иррациональное уравнение, как и 
предыдущее, ие имеет корней. 

Посторонний корень — не новое для вас понятие, посторонние 
корни уже встречались при решении рациональных уравне 
обнаружить их помогает проверка. Для иррациональных уравнений 
проверка — обязательный этап решения уравнения, который помо- 
жет обнаружить посторонние корни, если они есть, и отбросить их 
(обычно говорят +отсеять»). 

Итак, иррациональное уравнение решают методом возведения 
обеих его частей в квадрат; решив полученное в итоге рациональное 
Уравнение, надо обязательно сделать проверку, отсеяв возможные 
посторонние корни. 

Используя этот вывод, рассмотрим несколько примеров. 


| ПРИМЕР 1 Оо 
Решить уравнение 
М 16 =:-2. а 


Возведём обе части уравнения (1) в квадрат: 
2 
(05-16) = (х – 28: 
5х 162-45 +4; 
02-92 + 2020; 
жаб, х,= 4. 
Проверка. Подставив х = 5 в уравиение (1), получим \9 = 3 — вер- 


ное равенство. Подставив х = 4 в уравнение (1), получим 4 =2 — 
зорное равенство. Значит, оба найденных значения — корни 
уравнения (1). 


4: 5. 


Решить уравнение 25? + Вх + 16 = 44 — 2х (это уравнение встрети- 
лось нам в $ 31, но его решение мы «отложили до лучших времён»). 


Возведя в квадрат обе части заданного иррационального 
уравнения, получим: 
2х? + Вх + 16 = (44 2х) 
зї вх 16 - 1936 - 17бх + 407; 


Проверка. Подставив х = 80 в заданное иррациональное урап- 
пепие, получим: 


М2 80 +88016 = 44-2. 80. 


М2 127 +8. 12+16 44-2 -12, 
т.е. 4100 = 20 — верное равенство. Значит, х = 12 — корень данно- 
го уравнения. 


ПРИМЕР З 
Решить уравнение 
Е +7 + (812-8. (2) 
Преобразуем уравнение к виду 
Макет =3- за 
и применим метод возведения п квадрат: 
(Мает) =в- +2): Я 
Зх +73 -2.3. {на + (2); 
3+ 129-65 +2 +х+ 2: 


Решение 


6+2 =4- 25; 
3+2 -2-х, 


Еще раз применим метод возведения в квадрат: 


(22) -@- =: 
9(х + 2) =4 - 4х + 2; 
х2 - 13х - 14=0; 
жа = 14, х= -1. 


ТЛАВА 6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


Проверка. Подставив значение х = 14 в уравнение (2), получим: 
М9 + Мб = 3 — неверное равенство, следовательно, х = 14 — 
посторонний корень. 

Подетавив значение х = -1 в уравнение (2), получим: 41 + И = 
= 3 — верное равенство. Поэтому х = -1 — корень уравнения (2). 


ПРИМЕР 4 
Решить уравнение 2х + үх -3=0. 


Решение Конечно, можно решить это уравнение по той же схеме, 

которую мы применяли в предыдущих примерах: перепи- 

сать уравнение в виде үх = 3 – 2х, возвести обе части этого уравне- 

ния в квадрат, решить полученное рациональное уравнение и 

проверить найденные корни подстановкой их в исходное ир- 

рациональное уравнение. 

Но мы применим более изящный способ: введём новую переменную 

у = Ух. Тогда получим 24° + у — З = 0 — квадратное уравнение от- 

носительно переменной у. Найдём его корни: уу = 1, и: = —5. Таким 
образом, задача свелась к решению двух уравнений: 


ав 4 


Из первого уравнения находим х = 1; второе уравнение не имеет 


корней (вы же помните, что ух принимает только неотрицательные 
значения). 


Ответ 1. 


Вы уже накопили некоторый опыт в решении разных уравнений 
линейных, квадратных, рациональных, иррациональных. Вы знаете, 
что при решении уравнений выполияют различные преобразования, 
например: 
* член уравнения переносят из одной части уравнения в другую с 
противоположным знаком; 


ае] 


* обе части уравнения умножают или делят на одно и то же от- 
личное от нуля число; 


+ освобождаются от знаменателя, т. е. заменяют уравнение 82 -0 


уравнением р(х) = 0; 

= обе части уравнения возводят в квадрат. 

Конечно, вы обратили внимание на то, что в результате не- 
которых преобразований могли появиться посторонние корни, поэтому 
приходилось быть бдительными и проверять все найденные корни. 
Вот мы и попытаемся сейчас осмыслить всё это с теоретической точ. 
ки зрения. 


Два уравнения /(х) = &(х) и Их) = з(х) называют равносильными, 
если они имеют одинаковые кории (или, в частности, если оба 
уравнения не имеют корней). 


Обычно при решении уравнения стараются заменить данное урав- 
нение более простым, но равносильным ему. Такую замену называют 
5] равносильным преобразованием уравнения. 


Укажем основные равносильные преобразования 


равносильные уравнения. 

Уравнения 1. Перенос членов уравнения из одной части уравнения 
в другую е противоположными знаками, 

ренесине Например, замена уравнения 2х + 5 = 7х - 8 уравнением 

теоре 2х -7х= -8 – Зесть равносильное преобразование уравнения. 


Это значит, что ура 
= -8 – 5 равносильны. 

2. Умножение или деление обеих частей уравиения на одно и то 
же отличное от нуля число. 

Например, замена уравнения 0,5х? – 0,3х = 2 уравнением 
5х? – Зх = 20 (обе части первого уравнения почленно умножили на 
10) есть равносильное преобразование уравнения. 

Укажем основные неравносильные преобразования уравнения. 

1. Освобождение от знаменателей, содержащих переменную. 

Ра 
11 
‚носильное преобразование уравнения. Дело в том, что второе 
ме имеет два корня: 2 и -2, а первому уравнению значение 

х= 2 не может удовлетворять, при этом значении знаме- 
натоли обращаются в нуль. В подобных случаях мы гово- 
рили так: х = 2 — посторонний корень (для первого 
уравнения). 


ния 2х + 5 = 7х — Ви 2х — 1х = 


Например, замена уравнено 


Е; уравнением з? = 4 єсть 


он нна 


Когда говорят неравносильное преобразование, это не значит, что 
посторонние корни обязательно появятся, это значит, что они могут 
появиться, как это было в только что расемотренном примере. А вот 

„= 
х-2“1-2 
преобразование уравнения, корни второго уравнения 0 и 1 являются 
в то же время и корнями первого уравнения. 

2. Возведение обеих частей уравнения в квадрат. 

Примеры приводить не будем, так как в этом параграфе их было 
достаточно много. 

Есть и другие неравносильные преобразования уравнений, но мы 
пока ограничимся только указанными двумя. 


Правило 1 Если в процессе решения уравнения применялось 
одно из указанных неравносильных преобразований, то 
все найденные корни нужно проверить подстановкой п ис- 
ходное уравнение, поскольку среди них могут оказаться 
посторонние корни. 


замена уравнения уравнением х? = х есть равносильное 


Впрочем, иногда проверка корней подстановкой бывает весьма 
обременительной. Тогда используются другие соображения, которые 
мы сейчас обсудим. 

Если обе части уравнения /(х) = &(х) возвести в квадрат, то по- 
лучится уравнение (/(х))* = («(х)7'. Если обе части уравнения /(х) = 
= – (5) возвести в квадрат, то снова получится уравнение (/(х))* = 
= (>). Таким образом, уравнение (/(х))* = (8х) как бы чсклеи- 
вает» два уравнения Кх) = а(х) м Кх) = —&(х), отсюда и появляются 
посторонние корни (корни уравнения /(х) = (х) чаще всего оказы» 
ваются посторонними для уравнения /(х) = (2). Посторонних корней 
не будет, если, например, второе уравнение не имеет корней. В этом 
мы можем быть уверены, если известно, что обе части уравнения 
1х) = (х) неотрицательны. 


Правило 2 Возведение обеих частей уравнения в квадрат есть равно- 
сильное преобразование, если известио, что обе части 
уравнения принимают только неотрицательные (или толь- 
ко неположительные) значения, 


В связи с этим вернёмся к уравнению \бх — 16 = х – 2 (см. вы- 
ше пример 1). Так как подкоренное выражение должно быть 


неотрицательным, должно выполняться неравенство 5х ~ 1620, 
1 


т. е, х 2 70. При этом условни правая часть уравнения заведомо 


положительна, так что возведение в квадрат обеих частей урав. 
нения есть равносильное преобразование уравнения. В результате 


возведения в квадрат мы получаем квадратное уравнение с корнями 
5 и 4, удовлетворяющими условию х > 18. В силу равносильности 


преобразований это корни исходного уравнения (проверять их под- 
становкой в исходное уравнение не нужно). 


Теперь вернёмся к уравнению 42:2 + 8: +16 = 44 — 2х. Не- 
равенство 2х + Вх + 16 > 0 выполниетси при всех х, поскольку 
253 + Вх + 16 = 2(х + 2)2 + В. Возведение в квадрат обеих частей 
уравнения будет равиосильным преобразованием при условии 44 — 
- 2х2 0, т. е. х < 22. Возведя обе части уравнения в квадрат, мы 
пришли к квадратпому уравиению с корнями 80 и 12. Из них указан- 
ному условию удовлетворяет лишь значение 12. Поэтому 12 — корень 
заданного иррационального уравнения, а 80 — посторонний корен 


ПРИМЕР 5 
Решить уравнение 
Мек 5+ +8 4 5. 


Если обе части заданного уравнения возвести в квадрат, то 
получится довольно сложное уравнение. Поступим иначе: 


= вх а 


Решение 


и возведём обе части в квадрат: 
(3-5) - (5-5 -4): 
ж+х-5= 25-10407 + 8х -4 +7 + 8х 4; 


10/7 + 85-4 = Тк + 26. (3) 
Ещё раз возведём обе части уравнения в квадрат: 


(10/57 +84} = (7х + 267: 
100х* + 800х - 400 = 49х* + 364х + 676; 
51х? + 436х – 1076 = 0; 


е2, к. -888, 


Проверка. Значение х = 2 удовлетворяет исходному уравнению. 


Что касается значения х = 538, то подстановка его в исходное 


Ответ 


ТЛАВА 6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


уравнение приводит к весьма сложным вычислениям. Однако такой 
подстановки можно избежать, если заметить, что при этом значении 


правая часть уравнения (3) принимает отрицательное значение: 
Узв 2140 
т. (882) + 26 - 290, в то же время левая часть уравнения 


отрицательной быть ие может. Таким образом, ЕУ ме является 
корнем заданного уравнения. 


ж=2. 


ПРИМЕР 6 
Решить уравнение 
2+3 207 В+ = 1,55 + 4). 
Решение Если проявить некоторую наблюдательность, можно заме- 


тить, что заданное уравнение легко сводится к квадратно- 
му. Действительно, умножив обе части заданного уравнения на 2, 


получим: 
2+6 – 242507 - 8: +2 = 3х + 12; 
21° - Зх +2 20207 3х +2 - 80. 


Полагая {2х7 - Зх + 2 = у, получим у* – Зи — 8 = 0, откуда у = 4, 
уз = -2. Таким образом, задача сводится к решению двух уравнений: 


Мах 3 +2 = 4, фе Зк +2 =-2. 


Из первого уравнения находим хү = 1, ху = —2; второе уравнение 
не имеет решений. 

Так как исходное уравнение равносильно уравнению \/2х* — 8х + 2 = 
= 4 (поскольку второе уравнение не имело решений), найденные эна- 
чения можно проверить подстановкой в уравнение {257 — 8: +2 = 4. 


Эта подстановка показывает, что оба значения являются корнями 
указанного, а следовательно, и исходного уравнения. 


ПРИМЕР 7 


уравнение 
2-5 +2 5х +24455 +2 = 48. 4 


реа ранения те ый 
неотрицательны, поэтому выражение — 5х можно 


представить в виде /х - {= - 5. Далее, так как 2х = х + х, то урав 
нение (4) можно переписать следующим образом: 


дух Бах 52 5+2 48 = 0; 
(А) 5 6 (35) +2 5+ )-48-6 
(5-54) +2 -5+ (х) -48-0. 
Введя новую переменную у = ух -5 + \/х, получим квадратное 


уравнение у? + 2у – 48 =0, из которого находим уз = 6, уз = 8. Таким 
образом, задача свелась к решению двух уравнений: 


М8 +4 6: Ш -5+ 45 в. 


Из первого уравнения находим х - (Ш: второе уравнение 
решений пе имеет. 


Решение 


Проверка показывает, что х = 32 лоляется корнем уравнения 
75 + үх =6. Но это уравнение равносильно уравнению (4), зна: 


ЕЗ ивляется корнем и уравиения (4). 


Вопросы для самопроверки 


. Какие уравнения называют иррапиональными? 
Почему при решении иррационального уравнения следует 
обязательно делать проверку найденных ? 
. В каком случае уравнения /(х) = (х) и г(х) = в(х) называют 
равносильными? 
А Кае преобразования уравнения являются равносильны- 


а 


Я увидит она наа: 
нию посторонних корней? 


ТЛАВА 6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


Чтобы познакомиться с понятием уравнения с парамет. 
В ром, рассмотрим два сравнительно несложных примера. 


ПРИМЕР 1 
х1 02р 1х рр 2) =0. 
Решение В этом квадратном Уразвелих в роли коэффициентов вы- 
выражения, 


ми или уравнениями с параметрами. В данном случае параметр 


р-р 41-е +р- 29 
= (4р? + 4р + 1) - (4р + 4р- 8) = 9. 


а= ФР 58. 2.152. РВ 2 
х= @рУЮ-30  2р+1-3 арр. р 1 


Ответ р+2р- 


Данное уравнение можно решить устно, если заметить, что р’ 
= + 20р - 1). Переписая уразпепие в виде 
а? - (2р + уе р + 20р 1) 0. 
легко сообразить (с помощью теоремы, обратной теореме Виет), что его 
корнями служат числа р + 2ир- 1. 


ПРИМЕР 2 
Решить уравпепие рх? + (1 - рух 1 = 0. 


Это также уравнение с параметром р, но, в отличие от 
предыдущего примера, его нельзя сразу решать по формуле 


Решение 


корней квадратного уравнения. Дело в том, что про заданное 
уравнение мы пока не можем сказать, является ли оно квадратным. 
В самом деле, в вдруг р = 0? Тогда уравнение примет вид 


о аа - 0) -1=0, 
т. в. х 1 = 0, откуда получаем х = 1. Вот если точно известно, что 
р 4 0, то можно применять формулу корней квадратного уравнения: 


сата уп рй ар С 
2 = т] - 
_р-1+0-2ру рар 


Если р = –1, то х = х = 1. 


Если р = 0 или р = –1, то х = 1; еслир * 0, 
1 


ж=-№ 


„тож = 1, 


Обратили ли вы внимание на то, что в процессе решения послед- 
него квадратного уравнения мы допустили неточность: заменили 


выражение р +1): выражением р + 1, хотя, как было установлено 
ву 17, имеет место формула {р + 17 = [р + 11? Почему же мы не 
использовали знак модуля? Ответ на этот вопрос связан с практично" 
стью математиков. Зачем, говорят они, писать +], когда можно на- 
писать +т; и в том и в другом случае выражение будет объединять 
два противоположных числа: т и -т. 


ЗАМЕЧАНИЕ Къллратное уравнение 
рх +001 ріг 190 
можно было решить, не применяя формулу корней. Достаточно заме- 
тить, что значение хү = 1 удовлетворяет уравпепию (при х = 1 получаем: 
р - р) 1 = 0 — верное равенство), и воспользоваться теоремой Внета, 


согласно которой хуха = - значит, ха = — 


Параметр в уравнении может быть обозначен любой буквой. Мы в 
примерах 1 м 2 обозначали его буквой р (она как бы напоминала вам 
о слове параметр), но далее перейдём к более употребительной для 
обозначения параметра букве а. 

Итак, если дано уравнение /(х, а) = 0, которое надо решить отно- 
сительно переменной х и в котором буквой а обозначено произвольное 
действительное число, то говорят, что задано уравнение с парамет- 
ром. Основная трудность, связанная с решением таких уравнений, 
состоит в следующем. При одних значениях параметра уравнение не 
имеет корней, при других — имеет; при одних значениях параметра 
корни находятся по одним формулам, при иных — по другим. Как всё 
это учесть? Вернитесь к примеру 2 и обратите внимание на то, что при 
р = 0 мы решали уравнение как линейное (по одной формуле), а при 
р + 0 — как квадратное (по другой формуле). 


ПРИМЕР 3 


Решить уравнение с параметром а: 
ца - ха - 2. 


Решение Обычно корень уравнения Вх = с мы легко находим по 


формуле х = $, так как в конкретном уравнении ко- 


эффициент Ь отличен от нуля. В заданном уравнении коэффициент 
при х равен 2а(а - 2), а поскольку значение параметра а нам неиз- 
востно и в принципе оно может быть любым, следует подстраховать- 
ся, т. е. сначала предусмотреть возможность обращения указанного 
коэффициента в нуль. Это будет при а = 0 или при а = 2. 

Итак, рвссиотрим слеующи случаи: 1) 0 = 0; За = 2; ао, 
а 2. 

1) При а = 0 уравнение принимает вид 0. х = 2 — это уравнение 
не имеет корней. 

2) При а = 2 уравнение принимает вид 0 · х = 0 — этому уравне- 
нию удовлетворяют любые значения х. 

3) Приа4 0, а а 2 коэффициент при х отличен от нуля и, следона- 
тельно, на этот коэффициент можно разделить обе части уравнения. 
Получим: 


расии 1) если а = 0, то корней нет; 
2) если а 


З) еслиа 20, а = 2, тох 


и ———————————____—_—_ь 


Сколько корней имеет уравпепие 
Зи -ај-х+1 
при различных значениях параметра а? 


ПШИТТТТТТҮШШШ н. рисунке 134 изображены в одной системе координат 
графики функций у = 2х иу = х + 1. Они пересекаются 
в двух точках, значит, заданное урав- 
нение при а = 0 имеет два корня. Ес- 
ли ваять любое а > 0, то график функ 
ции у = 2} ~ а| получится из графика 
функции у = 2)х| сдвигом последнего 
вдоль оси х вправо. При этом полу- 
ченный график пересекается с тра- 
Фиком функции у = х + 1 опять-таки 
в двух точках (см. рис. 134). 
Теперь будем двигать график 
Функции у = 2|х| вдоль оси х влево — 
это будет при а < 0. Если -1 <а < 0, 


ме графики по-прежнему пересекаются 
е в двух точках (рис, 135), при а = -1 
графики имеют лишь одну общую точку (рис. 186) и, следовательно, 
заданное уравнение имеет один корень. Наконец, при а < -1 графи- 
ки не пересекаются (см. рис. 136) и, следовательно, уравнение не 
имеет корней. 
Рис. 135 Рие. 136 


ПШИСТТТШШШИ Уравнение имеет два корня, если а > —1; один корень, если 


а = -1; уравнение не имеет корней, если а < 1. 


ё 


Первый способ. Сначала будем действовать по стандартной 
схеме — возведём обе части задамного иррационального 


х - а = 4а? - 4ах + х; 
х? - (4а + 1х + 4а +020. 


Найдём дискриминант: 0 = (4а + 1) — 4040: + а) = 4а + 1. Значит, 
ая чан: Ле, 


Теперь нужно выполнить проверку, подставляя поочерёдно каж. 
дый из найденных корней в исходное уравнение, Эта проверка, види- 
мо, будет весьма трудной. Мы выберем другой путь — графический, 
построим графики функций у = а ну = 2а – хи найдём точки их 
пересечения. При этом целесообразно рассмотреть три случая: а = 0, 
а < 0, в > 0. 

В первом случае (при а = 0) заданное уравнение принимает вид 
Мх = -х. Построив графики функций у = \/х, у = -х (рис. 137), убеж- 
даемся, что они имеют одну общую точку (0; 0), позтому уравнение 
имеет только один корень х = 0. 

Во втором случае (при а < 0) графики функций у = 2а - х 
и у= \ – а не пересекаются (рис. 138), следовательно, заданное 
уравнение не имеет 

В третьем случае (при а > 0) графики функций у = 2а - х и 

= үх — а пересекаются в одной точке (рис. 139), значит, задан» 
ное уравнение имеет один корень. Таким образом, из двух получен- 


Рие. 137 


Если а < 0, то корней нет; если а = 0, то х = 0; если а > 0, 


За+1- Лат 


тох= 


ЗАМЕЧАНИЕ отет можно записать компактнее. Дело в том, что записанная при а > 0 
Формула для корни уравнения пригодна м при а = 0: если а = 0, то по указан" 
ной формуле получаем х = 0. Поэтому ответ можно было записать так: вели 
9 < 0, то корней нет; если а 2 0, то 


вид г = 2а - (И + а), т.е. 


ву -а=0, 0 
тде новая переменная г может принимать только неотрицательные 
значения: {= а 20. 
Найдём дискриминант квадратного уравнения (1): 0 = 1 + 4а. 
Если р < 0, т.е. 1+ 40 < 0, а < ү. то уравнение (1) не имеет 
корней. 


ааа 


Если р = 0, т. 6.14 4а = 0, а = -1, то уравнение (1) принимает 


вид 
$ 1 
пто, 


откуда находим: # = 1. Это нас ие устраивает, так как должно быть 


#20. 
Рассмотрим последний случай, когда > 0, т. е. а > -4. 


В этом случае квадратное уравнение (1) имеет два корня #1 и (3, 
причём по теореме Виета б, + 2. = -1, #1 = а. 

Если а < 0, то 11: > Ои р + 1 < 0, откуда следует, что 1 < 0, 
1, < 0. Это пас но устраивает, а потому заданное уравиение не имеет 
корней. 

Если а > 0, то НЫ < 0, следовательно, один из корней 0, 
1; — неотрицательное число, а другой — отрицательное число. 
Устраивает нас только неотрицательный корень. Из уравнения (1) 


находим: 
һала 
па Зла, 

Ясно, что пеотрицательным является значение ӯ = 12 1 44. — 


это единственный устраивающий нас неотрицательный корень 
уравнения (1). 
Далее находим: 
Гела -1] о. 14а Ааа. 
м] ча . +а 
_ 28а Л аа 15 4а - да 
ы 1 2 
Получили тот же ответ, что и в первом способе. 


х-И+а 


Задачи по комбинаторике совсем не обязательно являются упраж- 
пепиями па прямое использование той или иной формулы, теоремы 
или правила. Скорее наоборот, в иптересных случаях для решения 


' Этот параграф напиєан П. В. Семеновым. 


требуется проявить не столько знание пройденного ранее учебного 
материала, сколько использовать сообразительность, умение само- 
стоятельно провести небольшое исследование ситуации. 


ПРИМЕР 1 


Гирлянду составляют из красных и синих лампочек, распределённых 
так, чтобы рядом © каждой красной лампочкой была хотя бы одна 
синяя. Найти наибольшее возможное количество красных лампочек 
в гирлянде из 20 лампочек. 
Решение Начнём с самых коротких гирлянд. Из двух лампочек воз. 
можны варианты: красная и затем синяя или, наоборот, 
синяя и потом красная. Нетрудно перечислить все варианты для гир- 
аянд из п > 3 лампочек (сделайте это). Среди них всегда есть синяя 
лампочка. Можно объяснить это и без перебора, методом от против" 
ного: если синих лампочек нет, то все три лампочки — красные, что 
противоречит условию. 

Подберёмся к случаю л = 20. Рассмотрим 18 лампочек, раздолён- 
ных на «подгирлянды» по З лампочки. В каждой из «подгирлянд» есть 
синяя лампочка, т. е. всегда имеется как минимум 6 синих лампочек. 

В случае п = 20 среди первых 18 лампочек уже есть 6 синих, а 
две последние не могут обе быть красными. Значит, в гирлянде из 
20 лампочек всегда имеется как минимум 7 синих и поэтому крас" 
ных не может быть более 13. Пример того, что красных лампочек 
может быть 13, строится легко на основе рассмотренного деления на 
«подгирлянды» по З лампочки: 


син., кр., кр.,... син., кр., кр., син., кр. 
Ка раса Баа 


геч 
Ответ 


13. 


В следующем примере, кроме переборной комбинаторики, ис- 
пользованы свойства среднего (арифметического) зна’ Чтобы 
найти среднее арифметическое нескольких чисел, следует сумму этих. 
чисел разделить на их количество. Часто бывает важно использовать 
это определение среднего в таком виде: сумма нескольких чисел равна 
произведению их среднего на количество этих чисел. Отметим, что 
пример 2 является почти цитатой «самой сложной», последней задачи 
из ЕГЭ 2010 года. 


В ряд через запятые произвольно написали 47 натуральных чисел, 
для которых среднее арифметическое любых 9 подряд идущих чисел 
меньше 1.7. 


писанных чисел? 
6) Какое наибольшее значение может принимать среднее арифме 
тическое всех выписанных чисел? 


а) Рассмотрим любые 9 подряд идущих чисел. Их сумма 
меньше, чем 9 - 1,7 = 15,3. Так как числа натуральные, то 
эта сумма не больше 15. Пусть среди них есть х единиц и 9 ~ х чисел, 
больших или равных 2. Тогда 15 2 х + 2(9 — х), х 2 3. Разобьём пер. 
вые 45 чисел на 5 групп по 9 подряд идущих чисел. Количество еди- 
ниц среди этих 45 чисел не меньше 3 · 5 = 15. Значит, и среди всех 
47 чисел количество единиц пе меньше 15. Вот пример, реализу- 
ющий этот ответ: 


1,1,1,2,2 


7 


6) Сумма первых 45 чисел не больше 75. Рассмотрим последние 
9 чисел. Их сумма не больше 15. Из них сумма первых 7 чисел не 
меньше 7, а сумма последних 2 чисел не больше 8. Значит, общая 
сумма всех 47 чисел не больше 75 + 8 = 83 и среднее арифметическое 


не больше, чем 88. Вот пример, реализующий этот ответ: 


— 
н Тт, 
ыы 


а) 15; 


В следующих примерах мы обратимся к материалу, изученному 
в данной главе, 


Значение п произвольно выбирают из чисел 1, 2, 3, ..., 10. Какова 
вероятность того, что степень многочлена (х9 "' + 1)" + хія окажется 
нечетной? 


Мы используем самый прямой способ — перебор случаев. 
Результат подсчётов соберём в виде таблицы. 


Степень многочлена. 
ии + => 


Мы видим, что в четырёх случаях (п = 1, п = 
десяти возможных степень многочлена нечётна. Зы 
равна 4:10 = 0,4. 


ПРИМЕР 4 


Из уравнения х' + х? + х2 + х я 1 составляют уравиение с модулем, 
расставляя для этого в левой части две вертикальные черты в допу 
стимых местах. Например, |х| + х? + хі х1, |х| 9+ хх 1, 
е хр + х? + х= 1, ... Сколько всего уравнений с модулем можно 


Левую вертикальную черту можно поставить только в че- 
тырёх местах: перед х', перед х*, перед х*, перед х. В пер- 
вом случае правую вертикальную черту можно поставить в семи ме- 
стах: перед и после степени в х', перед и после степени в х, перед и 
после степени в х“, после х. Во втором (в третьем, в четвёртом) случае 
правую вертикальную черту можно поставить в пяти (в трёх, в од- 
ном) местах. Всего 7 + 5 + 3 + 1 = 16 вариантов. 


Вопросы для самопроверки 


1. Объясните, почему среднее любых рациональных чисел 
также рационально. 

2. Приведите пример двух иррациональных чисел, среднее 
которых не иррационально. 

3. Какими должны быть целые числа а и В для того, чтобы их 
среднее было бы целым? 

4. Какое наименьшее значение может принимать среднее 


6. Почему сумма нескольких чисел равна произведению их 
среднего на количество этих чисел? 

7. Каждое из чисел увеличили (уменьшили) на а. Почему 
среднее также увеличится (уменьшится) на а? 

8. Данные о росте (в см) пяти восьмиклассников таковы: 156, 
161, 155, 163, 160. Используйте вопрое 7 для нахождения 
среднего роста. 


ТЛАВА 6. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


9. Первое число увеличили на 1, второе — на 2, 
на 5. На сколько увеличилось среднее? 
10. Среднее пяти чисел равно 5. Одно из чисел увеличили на 1. 
На сколько увеличилось среднее? 


Основные результаты 


• В этой главе мы познакомились с повыми термипами мате- 
матического языка: стандартный вид многочлена с одной 
переменной, старший член многочлена, приведённый и не- 
приведенный многочлен, общий делитель и общее кратное 
нескольких многочленов, биквадратное уравнение, воз- 
вратное уравнение, иррациональное уравнение, равносиль- 
ные уравнения, равносильные и неравносильные преобра- 
зования уравнения. 

• Мы узнали, в каком случае говорят, что один многочлен 
делится на другой без остатка и с остатком, и узнали, чему 
равен остаток от деления многочлена р(х) на двучлен х — а 
(теорема Безу). 

• Мы познакомились: 

— с двумя методами решения уравнения высших степе- 
ней — методом разложения на множители и методом 
введения новой переменной, научились находить цело- 
численные корни уравнения с целыми коэффициента- 
ми, а в некоторых случаях и дробные корни; 

— © методами решения уравнений с модулями, иррацио- 
мальных уравнений, уравнений с параметром. 


Темы исследовательских работ 
1. Уравнения с модулями. 


2, Иррациональные урависния. 
3. Задачи е параметрами. 


ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ 
ДЕЛИМОСТИ 


$46. Делимость чисел 
$47. Простые и составные числа 
$48. Деление с остатком 
ГЛАВА $49. Наибольший общий делитель 

и наименьшее общее кратное 

$50. Основная теорема арифметики 
натуральных чисел 

$51. Комбинаторные и вероятностные 
задачи. Теорема о выборе двух 
элементов 


Целые числа, как известно, можно складывать, вычитать, перемно- 
жать и возводить в натуральную степень — в результате получится 
целое число. Иначе обстоит дело с делением. Эта операция на множе- 
стве целых чисел, с одной стороны, выполнима далеко не всегда, а с 
другой стороны, очень важна для приложений. Без деления мы 
смогли бы сокращать дроби, находить наибольший общий делитель 
и наименьшее общее кратное целых чисел, приводить дроби к обще 
му знаменателю, выполнять различные упрощения алгебраических 


выражений. Именно поэтому вопросами делимости математики за" 
нимаются очень давно и очень активно. Теория делимости состанля" 
ет существенную часть теории чисел — важной и интересной мате- 
матической науки. 


Пусть даны натуральные числа а и В. Если существует натуральное 
число такое, что выполняется равенство а = 64, то говорят, что число 
а делится на чиело Ь. При этом число а называют делимым, 5 — де- 
лителем, 4 — частным. Число а называют также кратным числа 5. 


ТПАВА 7 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ДЕЛИМОСТИ 


Из записи а = 04 следует, что Ь — делитель а и что а кратно в. 
Впрочем, из той же записи следует, что 4 — делитель а и что а кратно 4. 
Например, из записи 35 = 5 - 7 следует, что 35 делится на 5 и 35 де 
лится на 7, что 35 кратно 5 и 35 кратно Т, что 5 — делитель числа 35 
(и тогда 7 — частное) и что 7 — делитель числа 35 (и тогда 5 — частное). 

Вместо фразы «а делится на 5» часто используют запись а! В. 
Например, вместо очевидных утверждений +а делится на а» или а 
делится на 1» можно писать а - а или соответственно а : 1. Ясно, что 
если а 1, тоа 2 5. 

Обратите внимание, что запись 8 ; 2 означает требование пы- 
полнить деление числа 8 на число 2 (в результате этой операции 
получится число 4), в то время как запись 8 : 2 означает, что число 8 
делится на 2 (делится нацело, делится без остатка); речь идёт лишь 
о принципиальной возможности выполнить деление, а само деление 
не требустся выполнять. Примерно так же обстоит дело со знаком >. 
Если написано 8 > 2, то это лишь констатация факта: число 8 боль 
ше числа 2; при этом не требуется отвечать на вопрос, на сколько 
больше. 

Отметим ряд свойств отношения делимости на множестве нату- 
ральных чисел. 


СВОЙСТВО 1 


Если а сне: Б, тоа:Ь. 


Например, из того, что 48 : 6 и 6 : 3, можно сделать вывод, что 
48:3. 


СВОЙСТВО 2 
Еслиа Бис: Ь, то (а + с) :Ь. 


Например, из того, что 12: 3 и 21 : 3, можно сделать вывод, что 
(2+2): 3. 


СВОЙСТВО 3 
Келна 


с не делится на Ь, то (а + с) не делится на Ь. 


Например, из того, что 12 13 и 22 ие делится на 3, можно сделать 
вывод, что (12 + 22) не делится на З. В то же время из того, что каж 
дое слагаемое ме делится па Ь, нельзя сделать вывод, что и сумма ие 
делится на Ь. Например, 14 не делится на 3 и 22 не делится на З, но 
4+ 22): 3. 

Свойства 2 и З распространяются на сумму любого конечного чис- 
ла слагаемых следующим образом: если каждое слагаемое делится 
на число Ь, то и сумма делится на 6: если каждое слагаемое, кроме 
одного. делится на Ь. то сумма не делится на Ь. 


СВОЙСТВО 4 


Еелиа Ви (а + с) тос:Ь. 


Например, из того, что 12 : 3 м (12 + 21) : 3, можно сделать вы- 
под, что 21:3. 


СВОЙСТВО 5 
Бели а Ьис, то ас Б 


Например, из того, что 12 : З и 28 : 7, можно сделать вывод, что 
(12. 28): (3-7). 


Например, из того, что 12 : 3, можно сделать вывод, что 
(12.5): 8.5) и обратно. 


СВОЙСТВО 7 


Если а Бис — любое натуральное число, то ас: . 


Например, из того, что 12 : 3, можно сделать вывод, что 
(12.5) :3. 
Следует заметить, что свойство, обратное свойству 7, не имеет ме- 
ста: из того, что ас !Ь, нельзя сделать вывод, что или а, или с делится 
на 6. Например, 45: 15 и 45 = 9. 5, 


СВОЙСТВО 8 


соотношение (ап + с#) :Ь. 


Например, из того, что 12 | Зи 21 : 3, можно сделать вывод, что 
(25.12 + 271.21: 3. 


1. Отиошение а {с означает, что существует число ду такое, 
что выполняется равенство а = сфу. Далее, с ' В означает, 
что существует число фз такое, что выполняется равенство е = Бф. 
Следовательно, а = с9, = (64:04; = Маз). Обозначим число 4:4, бук" 
вой 4. Тогда получим, что а = 84, а это н означает, что а : ё, 

2. Так как а Б, то существует число 4, такое, что выполня- 
ется равенство а = В4:. Так как с: Ь, то существует число 4: 


такое, что выполняется равенство с = 0з. Тогда а + с = 50; + 64: = 
= Ма + 92). Обозначим число 4; + 4: буквой 4. Тогда получим, что 
а+е= Ы, 


а это и означает, что (а + с) 6. 


3. Предположим противное, что (а + <): Б, Тогда из а і В сле 
дует, что а = Бд, а из (а + е): В следует, что а + с = В», Значит, 
е = да = а = бда = Ыр = да - 41). Это означает, что с: Б, Но 
по условию е не делится на 5. Получили противоречие, следо- 
вательно, наше предположение неверно и а + с не делится на 5. 

4. Предположим, что с не делится ия 5. Тогда по свойству 8 чис" 
ло а + с не делится на Ь, что противоречит условию. Значит, наше 
предположение неверно и, следовательно, с! Б. 

"Свойства 5, 6 и 7 докажите самостоятельно. 

8. Еслиа ‘Вис `В, то из свойства 7 вытекает, что ап Би св: В. 
Тогда по свойству 2 


(ап + сю: в. 


Отметим ещё одно свойство, связанное с делимостью натураль- 
ных чисел. 


СВОЙСТВО 9 


Среди п последовательных натуральных чисел одно и только одно 
делится на п. 


Если мы возьмем любые три подряд идущих натуральных числа, 
например 8, 9, 10 или 106, 107. 108, то одно число из тройки делится 
на 3 (для первой тройки это число 9, для второй — число 108). Если 
мы возьмём любые 10 подряд идущих натуральных чисел, то одно 
обязательно делится на 10. Если же мы возьмём два подрид идущих 
метных числа, то одно обязательно делится на 4. 

Доказательство свойства 9 будет дано в $ 48. 


Доказать, что для любого натурального числа п число п? = 5л? + 4п 
делится на 2, 3, 4, 5, 8. 


ПЕТЕР НИИ Розложим многочлен п? — 5л? + 4я на множител 


бп? + 4л = п(пё – Би? + 4) = п(л* — п? – 472 +4) = 
= ити" ~ 1) - (п? - 1)) = п(п? ~ Ти - 4) = 
= (п = 20п - Пи + Пе + 2). 
Рассмотрим полученное произведение. При п = 1, п = 2 оно 
обращается в 0, значит, делится на 2, 3, 4, 5, 8. При л > 2 имеем 


Е и Я 


произведение пяти последовательных натуральных чисел п = 2, 
п- 1, пп +1, п + 2. Из этих пяти чисел по свойству 9 одно обяза- 
тельно делится на 5, хотя бы одно — на 3, хотя бы одно — на 4 и, 
кроме того, есть ещё хотя бы одно чётное число, т. е. число, делящее- 
ся на 2. Тогда по свойствам 5 и 7 пронзведение этих пяти чисел делит- 
ся ма произведение чисел 2 и 4, т. е. делится на 8, 


Теперь поговорим о конкретных признаках делимости — на 2, 3, 4, 
5 ит. д. В формулировках признаков мы впервые используем сло- 
веспую конструкцию необходимо и достаточно. Обычно если из ус- 
ловия А следует условие В (прямая теорема), то математики говорят 
так: В является необходимым условием для А. Если же из условия В 
следует условие А (обратная теорема), то математики говорят так: В 
является достаточным условием для А. Если же и из А следует В, и 
из В следует А, математики используют словесную конструкцию не- 
обходимо и достаточно (или тогда и только тогда). 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 2 


Для того чтобы натуральное число делилось на 2, необходимо и до- 
статочно, чтобы последняя цифра числа делилась на 2. 


УПИ Пусть с — пефра единиц натурального числа р. Тогда 

число р можно представить в виде 10а + с. Так как 
10 : 2, то по свойству 7 получаем, что 10а 2. Если с} 2, то 
{10а + с): 2. Обратно, если (10а + с) : 2, то по свойству 4 с: 2. 


Аналогичные рассуждения позволяют получить признаки дели" 
мости на 5 и 10. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 5 


Для того чтобы натуральное число делилось на 5, необходимо и до- 
статочно, чтобы последняя цифра числа делилась на 5 (т. е. цифра 
единиц была либо 0, либо 5). 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 10 


Для того чтобы натуральное число делилось на 10, необходимо и до- 
етаточно, чтобы цифра единиц была 0. 


рик 


Прежде чем формулировать и доказывать признак делимости на 4, 
заметим, что любое число р, содержащее не менее трёх цифр, можно 
представить в виде 1004 + с, где є — число, образованное последни- 
ми двумя цифрами числа р. Например, 275 = 100 - 2 + 75, 14508 = 
= 100. 145 + 8 ит. д. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 4 


Для того чтобы натуральное число р. содержащее не менее трёх 
цифр. делилось на 4, необходимо и достаточно, чтобы делилось на 4 
‘число, образованное двумя последними цифрами числа р. 


Пусть е — число, образованное двумя последними цифрами 

числа р. Тогда число р можно представить в виде 100а + с. 
Так как 1009 · 4, то по свойствам З и 4 (100а + с) : 4 тогда и только 
тогда, когда сї 4. 


Например, 12456 делится из 4, поскольку делится на 4 число 56. 
А число 7906 ие делится на 4, поскольку пе делится па 4 число 06, 
т. е. число 6. 

Подобные рассуждения позволяют получить признаки делимости 
па 25, 8 и 125. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 25 
Для того чтобы натуральное число р, содержащее не менее трёх 
цифр, делилось на 25, необходимо и достаточно, чтобы делилось 
на 25 число, образованное двумя последними цифрами числа р. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 8 


Для того чтобы натуральное число р, содержащее не менее четырёх 
цифр, делилось на 8, необходимо и достаточно, чтобы делилось на 8 
число, образованное тремя последними цифрами числа р. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 125 


Для того чтобы натуральное число р, содержащее не менее четырё 
цифр, делилось на 125, необхолимо и достаточно, чтобы делилось н; 
125 чиело, образованное тремя последними цифрами числа р. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 3 


Для того чтобы натуральное число делилось на 3, необходимо и до- 
статочно, чтобы сумма его цифр делилась на З. 


Количество цифр в числе р, как мы увидим, значения не 
имеет, поэтому будем считать, что в числе р, например, 


пять цифр: р = обеде (черта наверху — условное обозначение того, 
что @6е4е рассматривается ие как произведение чисел а, 5, с, 4, е, 
а как число с соответствующими цифрами). 

Имеем: 


= 25546 = 100004 + 10006  100е + 100+ е= 
= (9999 + 1)а + (999 + 16 + (99 + 1)е + (9 + 0+ ет 
= (9099а + 999% + 09е + 90) + (а ++ е+а+ е). 

Сумма четырёх слагаемых в первых скобках делится на 3 по свой- 
ству 8 (поскольку 9, 99, 999, 9999 делятся на 3). Значит, по свойствам 
2 и З для делимости числа р на З необходимо и достаточно, чтобы 
делилась на З сумма пяти слагаемых во вторых скобках — а это как 
раз сумма цифр числа р. 


Аналогично доказывается признак делимости на 9. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 9 


Для того чтобы натуральное число делилось на 9, необходимо и до- 
статочно, чтобы сумма его цифр делилась на 9. 


Рассмотрим, например, число 2742. Сумма его цифр равна 15. 
Число 15 делится на 3 и не делится на 9. Следовательно, число 2742 
делится на З и не делится на 9. 


| примеР2 ООО 


Найти пятизначное число, кратное 45, вели известно, что каждая из 
трех его средних цифр на 1 больше предыдущей. 


ПШИТТТТТТЮШШШ Пусть. 25с4е — искомое число. По условию каждая из цифр 
Ь, с, 4 на 1 больше предыдущей. Это означает, что $ = а + 1, 
ста+2, 4 -а + 3, Далее, по условию искомое число делится на 45. 
Это значит (по свойству 1), что оно делится на 5 и на 9. Поскольку 
число делится на 5, для его последней цифры есть лишь две возмож" 
ности: либо е = 0, либо е = 5. Рассмотрим каждый из этих случаев в 
отдельности. 
1) Пусть е = 0. Тогда сумма цифр искомого числа, т. е.а ++ с+ 
+ 4 + е. будет иметь вид а + (а + 1) + (а + 2) 4 (а + 3) +0, т.е. 4а + 6. 
По условию искомое число делится на 9. Согласно признаку делимо- 
сти на © это означает, что сумма цифр искомого числа делится на 9. 
Итак, (40 + 6) (9. При каких значениях а это возможно? Будем 
рассуждать так. Поскольку (4а + 6) : 9, то по свойству 1 (4а + 6) 3 
или, что то же самое, (За + 6) + а) :3. Но (За + 6) : 3, значит, на: 3. 


ТПАВА 7 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ДЕЛИМОСТИ 


Итак, для первой цифры искомого числа есть следующие возмож- 
ности: а = 3, а = 6, а = 9. Впрочем, сразу заметим, что а = 9 нас не 
устраивает, так как в этом случае Б = а + 1 = 10 — ме цифри 

Если а = 3, то 40 + 6 = 18, а 18 делится на 9. Значение а = З нас 
устраивает. 

Еели а = 6, то 4а + 6 = 30, а 30 ие делится на 9. Зи 
нае не устраивает. 

Итак, осталась единственная возможность: а = 3. Тогда следу- 
ющие три цифры искомого числа — 4, 5, 6, а само искомое число — 
34560. 

2) Пусть е = 5. Тогда сумма цифр искомого числа, т. е.а ++ 
+е+4 + е, будет иметь вид а + (а + 1) + (а + 2) + а+ 3) +5, т.е. 
4а + 11, По условию искомое число делится на 9. Следовательно, 
(4а + 11) 79, Придавая переменной а последовательные значения 1, 
2,3, 4, 5, 6 (а = 7 вас уже не устраивает, поскольку в этом случае 
Фа +3 = 10 — ие цифра; тем более нас не устранвают значения 
а = 8, а = 9), убеждаемся, что указанное соотношение выполннется 
лишь при а = 4; в этом случае выражение 4а + 11 принимает значе 
ние 27, т. е. делится на 9. 

Если а = 4, то следующие три цифры искомого чис 
‚ам жомое число — 45675. 


ШИТТТЕШШШИ 34550 или 45675. 


| 


нива = 6 


— 5.6, Та 


Завершая разговор о делимости натуральных чисел, рассмотрим бо: 
лее сложные признаки делимости на 11, на Т и на 13. 

Проведём вспомогательные рассуждения, которые позволят полу- 
чить признак делимости на 11. 

Рассмотрим числа 99, 9999, 999999, 99999999 и каждом 
из этих чисел — чётное число девяток. Все эти числа, во-первых, де" 
лятся на 11, а во-вторых, представимы в виде соответственно 10° — 1, 
10' — 1, 10° - 1, 10° - 1 ит.д. 

Рассмотрим теперь числа 11, 1001, 100001, 10000001 ит. д.; в 
каждом из этих чисел — чётное число нулей между единицами. Все 
эти числа, во-первых, делятся па 11, поскольку 

1001 = 090 + 11, 100001 = 99990 + 11, 10000001 = 9999990 + 11, 
(в записанных суммах первые слагаемые делятся на 11); а во-вторых, 
предетавимы в виде соответственно 10 + 1, 10° + 1, 10° +1, 10° +1 
ит.д. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 11 


Для того чтобы натуральное число делилось на 11, необходимо и 
достаточно, чтобы алгебраическая сумма его цифр, взятых со зна- 
ком «плюс», если цифры находятся на нечётных местах (начиная с 
цифры единиц), и взятых со знаком +минус», если цифры находятся. 
на чётных местах, делилась на 11. 


Например, для числа 24569 алгебраическая сумма, о которой 
идёт речь п формулировке признака, имеет вид 9 - 6+5 - 4 + 2, она 
‘равиа 6; поскольку число 6 не делится ма 11, то и число 24569 не 
делится ма 11. 

Для иллюстрации иден доказательства признака возьмём 8-анач- 
пое число аБедеГет. 

Имеем: 

Бед ат = а. 107+. 10° + е. 10° 0.10150. 101+ 

0-10 +10 + теа - (107 +1) а) +6 - (10-1) +6) + 

+ (с - (10+ 1) – с) + (4 (104 - 1) + 0) 3 (е - (10° +1) ~ е) + 
0.002 10) +0 + (6. 101 1) - т 
жа @07 +1) +. (10 1) е. (10 +1) +4. (10-1) +: 90+ + 
+/- 90-1 + А: (10+ Ю+(т- + /-е+4-с+5-а). 

Поскольку, как мы уже ранее установили, числа 107 + 1, 10° – 1, 
10° +1, 10-1, 10 + 1, 10 - 1, 10° + 1 делятся на 11, делимость 
числа абсфе/ёт на 11 целиком и полностью зависит от делимости на 
11 алгебраической суммы цифр т — # + 7-е 4-с+ та. 


| Не выполняя деления, доказать, что число 86849796 делится на 11. 


МЕТРЕ Составим алгебраическую сумму цифр данного числа, на- 
чиная с цифры единиц и чередуя знаки +++ м «0:69 + 
+1-9+4-8+6-8= -11. Число 11 делится на 11, значит, и за- 

данное число делится на 11. 


Проведём вспомогательные рассуждения, которые позволит п0- 
лучить признаки делимости на 7 и на 13. 

Рассмотрим число 10? + 1, т. е. 1001. Имеем 1001 = 7.11. 13. 
Следовательно, (10° + 19:7 и (10° +1): 13. 

Рассмотрим число 10* - 1. Имеем 10° ^ 1 = (10" + 10010? - 1). Зна- 
чит, (10° – 1) 7и (10% 1): 13. 

Аналогично можно установить, что 10° + 1, 10" — 1 ит. д. кратны 
1001, а поэтому делятся на 7 и на 13. Например, 

10° +1 = (10° + 10% - 10 + 1), 
1012 - 1 = (10° – 10° + 1) = (10° + 1010" — 1810 + 1). 


Покажем, как используются проведённые рассуждения для по- 
лучения признака делимости на 7 (на 13). Возьмём, например, 8-знач- 


ное число абеде/йт и разобьём его на грани, по З цифры в каждой 
грани, начиная є цифры единиц: аб сае {ёт. Введём обозначения: 
аб = х, се = у, Тат = р. Тогда заданное число абедеГЕт можно 
представить в видо 
авсат = х 10° + и. 101 +р= 
н (10% 1) + х) + (0: (010" +1) у) +ря 
= х (10° 1) +0: (10° +1) + (р-у х). 
Поскольку, как мы установили выше, числа 10° — 1 и 10" + 1 делят- 
ся на 7 (на 13), делимость числа абсёе/кт на 7 (на 13) целиком и 
полностью зависит от делимости на 7 (на 13) алгебраической суммы 
чисел (р — у + х). 
Теперь сформулируем признак делимости натурального числа на 
Ти на 13. 


ПРИЗНАК ДЕЛИМОСТИ НА 7 (НА 13) 


Для того чтобы натуральное число делилось на 7 (на 13), необходи- 
мо и достаточно, чтобы алгебраическая сумма чисел, образующих 
трани по три цифры в грани (начиная с цифры единиц), взятых со 
знаком «плюс» для нечётных граней и со знаком эминуе» для чёт- 
ных граней, делилась на 7 (на 13). 


Не выполняя деления, доказать, что число 254390815 делится на 7 
| и не делится на 13. 


[Решение ОВО 


грани 254, 390, 815. Составим 
гебраическую сумму граней, начиная с последней грани 
чередуя знаки «+» и 15 - 390 + 254 = 679. Число 679 делится 
на 7 и не делится на 13, значит, и заданное число делится на 7 и не 
делится на 13. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что означает запись а : В, где а, Ь — натуральные числа? 


2. Какие вы знасте свойства отношения делимости на множе- 
стве натуральных чисел? 

3. Докажите, что если а: у ис: Вы, то ас: Б6з. 

4. Докажите, что если а Би се М, то ас: ве, Сформулируйте 
и докажите обратную теорему. 


5. Докажите, что если а Би се М, то ас | В. 

6. Объясните, почему среди 2015 подряд идущих натураль 
ных чисел одно и только одно делится ма 2015, 

7. Сформулируйте признак делимости на 2; 3; 4; 5; 6; 8; 9; 12; 
18; 36; 45. 

8. Дано число 123 456. Делится ли оно: ма 2; 3: 
12; 18? Обоснуйте свои выводы, 


56; 


Если натуральное чиело имеет только два натуральных делителя — 
само себя и 1, — то его называют простым числом; если оно имеет 
более двух делителей, то его называют составным числом. 


Число 1, имеющее лишь один делитель 1, не относят ни к простым, 


ни к составным. Например, числа 2, 3, 5, 7, 19, 101 — простые, а 
числа 4, 6, 8, 35, 121 — составные. 


Простые числа играют в математике особую роль, по- 
простое число скольку, как вы узнаете из $ 50, любое натуральное чис- 
составное число | ло, начиная с 2, либо является простым, либо его можно 

представить в виде произведения простых множителей. 


Любое натуральное число а > 1 имеет хотя бы один простой дели- 
тель. 


Если а — простое число, то а = а - 1, откуда следует, что 


У заданного числа есть простой делитель а. Пусть теперь 
а — составное число. Тогда его можно представить в виде а = а1с1, 

іе оба множителя отличны от 1 и меньше а. Если хотя бы один из 
множителей — простое число, то свойство доказано, Если оба мно- 
жителя — составные числа, то рассмотрим число а; и представим 
его в виде а: = азс», где оба множителя отличны от 1 и меньше а. 
Если хотя бы один из множителей — простое число, то свойство до- 
казано, если нет, то представим аз в виде произведения чисел, мень- 
ших, чем аз, ит. д. Тогда либо на каком-то шаге обнаружится простой 
множитель, либо придётся предположить, что процесс составления 
чисел а, аз, аз, а ит. д. бесконечен. Но бесконечным он быть не 
может, так как все указанные числа разные и меньше а, поэтому 
их — конечное множество. Следовательно, на каком-то шаге обнару- 
жится простой делитель числа а. 


а —— 


Простые числа обладают многими интересными свойствами. Оста- 
новимся на двух из них. 


ШН —--— = аннананики 


Предположим противное, что множество простых чисел 
конечно. Тогда можно выписать все простые числ 
ра, +.., рь. Составим теперь число а следующим образо» 
рь + 1. По теореме 1 у числа а есть хотя бы один простой дели- 
тель, т. е. число а делится на одно из чисел ру, Ра, Рз, ---, Рь (ведь мы 
предположили, что других простых чисел нет). Но 1 не делится ни н; 
одно из этих чисел, значит, по свойству 3 из $ 46 число а не делится 
ни на одно из этих чисел. Получили противоречие, поэтому сделанное 
предположение неверно, т. е. на самом деле множество простых чисел 
бесконечно. 


Исследователей всегда интересовал вопрос о распределении про- 
стых чисел среди натуральных чисел. Выпишем подряд простые чис- 
ла: 2,3, 5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. Назовем расстоянием меж- 
ду соседними простыми числами их разность. Обратите внимание, что 
в выписанной последовательности эти расстояния равны соответственно 
1,2,2,4,2,4,2,4,6, 2, 6. А между соседними простыми числами 119 
и 127 расстояние равно 8. Вообще имеет место следующая теорема. 


Расстояние между двумя соседними простыми числами может быть 
больше любого наперёд заданного натурального числа. 


Возьмём произвольное натуральное число а и докажем, 
что найдутся два соседних простых числа, расстояние 
между которыми больше а. Составим натуральное число с = 1-2 х 
х3... га. (а + 1). Оно делится на 2, 3, 4, 5, „.., а, а + 1. Тогда чис- 
ло с + 2 делится на 2, число є + З делится на 3, число с + 4 — наф и 
т. д., число с + а — наа, число с +а + 1 — наа + 1 (см. свойство 2 
0$ 46), Это значит, что а подряд идущих чисел с + 2, с +3, с + 4, ..., 
еза, ста + 1 — составные, т. е, расстояние между ближайшим к 
с + 2 простым числом (слева) и ближайшим к с + а + 1 простым чис- 
лом (справа) больше а. 


Вопросы для самопроверки 


1. Что такое простое число? Что такое составное число? 

2. Может ли расстояние между двумя соседними простыми 
числами быть равным 2, 4, 6? Приведите примеры. Может 
ли это расстояние быть больше 2017? 


А ег 


3. Конечно или бесконечно множество простых чисел? Конеч- 
но или бесконечно множество составных чисел? 


Если натуральное число а не делится на натуральное число Ь, то 
рассматривают деление с остатком. Например, при делении чис" 
ла 37 на число 15 в частном получается 2 (неполное частное) и в 
остатке 7. При этом имеет место соотиошение 37 = 15.2 + 7. Вообще 
справедлива следующая теорема. 


Если натуральное число а больше натурального числа Ь и а не делит- 
ся на Б, то существует одна и только одна пара натуральных чисел 
а мг, причём ғ < Б, такая, что выполняется равенство 


а-ы +". а 


Например, для а = 37, 5 = 15 такая пара чисел найдена выше: 
г= Т — при этом остаток г меньше делителя Б. 
По условию Б < а. Рассмотрим числа Б, 2Ь, ЗЬ, 4Ь, 

чиная с некоторого места все они будут больше числа а. 
Первое из чисел такого вида, которое станет больше числа а, обозна- 
чим (4 + 16, т. е. 46 + Б. Следовательно, 
фса ф +. 

Но тогда а = 54 + ғ, где г < в. 

Итак, существование интересующей нас пары чисел 4, ғ дока- 
зано. Докажем теперь, что такая пара единстаенна. 

Предположим, что существуют две различные пары натуральных 
чисел (д: п) и (955 7з) такие, что 


Сразу заметим, что если гу = г; = г, то из равенства Бру + г = ду + г 
получим 4 = дз, т. е. пары (фі: 7) и (42; 2) одинаковы; если 4 = 41 = 4, 
то из равенства 69 + т = 54 + г; получим гу = г», значит, опять пары 
одинаковы. Таким образом, если пары различны, то гу я из и Ф * 4. 

Будем считать для определенности, что ғу > гз. Так как Би + п = 
= Ыра + ть тот — г = Маз - 4). Это значит, что гу — ғ; делится на В. 
Но это невозможно, поскольку натуральное число т — ғу меньше 6. 
Следовательно, сделанное предположение о существовании двух пар 
натуральных чисел неверно и единственность доказана. 


ТПАВА 7. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ДЕЛИМОСТИ 


ЗНАНИЕ Б оь, то также можно считать, что лля чисел а и Б выполняется 
равенство (1), где г = 0. 


Иногда удобнее формулу деления с остатком записывать несколь- 
ко в ипом виде. Имеем: 


а= + 9+ 0-©- 1). 


аы ғ. 02) 


в остатке 1. Воспользовавшись соотношениями (1) или (2), получим 
формулу нечётного числа п = 2А + 1 или л = 2 - 1. 

в) Согласно соотношению (1), формула натурального числа п, 
которое при делении на 3 даёт в остатке 2, имеет вид л = Зк + 2. То 
же самое по формуле (2) можно записать так: п = 3 – 1. 


Доказать, что если натуральное число при делении на З дает в остат- 
ке 2, то оно не может быть точным квадратом. 


Пусть я = Зт + 2. Предположим, что это число является 
точным квадратом, т. е. существует такое натуральное чис" 
ло а, что п = а“. Для самого числа а ссть три возможности: а делится 


на имеет вид а = ЗЕ; а при делении на З даёт в остатке 1, 
имеет вид а = 3а при делении на З даёт в остатке 2, т. с, 
вид а = За + 2. 


Если а = ЗА, тол = а? = (30)? = 94*. Это число делится 
противоречит условию. Если а = ЗК + 1, топ = а? = (ЗА + 197 = Ок + 
ЕСЕ 3(30 + 20) + 1. Это число при делении на З даёт в остатке 1, 

что противоречит условию. Если, наконец, а = ЗА + 2, то п = а? = 
= (3+ 2): = 942 + 126 + 4 = (302 + 4% + 1) + 1. Это число при делении 
на 3 дает в остатке 1. что противоречит условию. 


З, что 


и 


| Итак, в любом возможном случае приходим к противоречию; та- 
ким образом, наше предположение неверно, т. е. заданное число не 
является точным квадратом. 


Завершая параграф, докажем свойство 9 из $ 46. 

Даны п подряд идущих натуральных чисел: А, & + 1, Я + 2, „а 
Е+ (п - 1). Требуется доказать, что среди них имеется число, кото’ 
рое делится на п, причём такое число единственно. 


Если А } п, то утверждение доказано: само число # уже 
делится на п, тогда как числа й + 1. +2, ..й+(п- 1) 
на л ие делятся (см. свойство З из $ 46). 

Если не делится нал и А < п, то среди чисел А, # + 1, + 2, 
А + (п - 1) встретится само число п: это будет А + (я 4); только оно 
и делится на л. 

Если Ё не делится нал и > п, то по теореме существует одна и толь- 
ко одна пара натуральных чисел 4 и ғ, причем г < л, такая, что выполня- 
ется равенство к = лд + г. Тогда среди чисел №, # + 1,64 2,..., (1 0) 
опять-таки встретится только одно число, делящееся на п, им будет 
число пд + ғ + (п — ғ). В самом деле, 

пата = пап п + 1), 
а это число делится на п. 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте теорему о делении с остатком. 
2. Запишите общий вид натуральных чисел, которые при де- 
лепим на 15 дают в остатке 11. 


Рассмотрим два числа 72 и 96. Выпишем всо делители числа 72: 
1,2,3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72. 
Выпишем теперь все делители числа 96: 
1.2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, 32, 48, 96. 
Среди выписанных чисел есть одинаковые: 
1,2,3, 4,6, 8, 12,24 — 


их называют общими делителями чисел 72 и 96, а наибольшее из них 
называют наибольшим общим делителем (НОД) чисел 12 и 96. Итак, 
НОД(72, 96) = 24. 


= 


Для любых заданных натуральных чисел можно найти НОД. 
Например, НОД(45, 75, 120) = 15, НОД(27, 81) = 27, 


Два натуральных числа а и с пазывают взаимно простыми числами, 
если у них нет общих делителей, отличных от 1: иными словами, 
если НОД(а, с) = 1. 


Например, взаимно простыми являются числа 35 и 36, хотя каж- 
дое из них — составное число. В самом деле, у числа 35 четыре дели- 
теля: 1, 5, 7, 35, а у числа 36 девять делителей: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 
5) 18, 36. Общих делителей, отличных от 1, у чисел 35 и 36 нет. 


Вполне очевидно следующее утверждение: если даны 
натуральные числа а и р. причём р — простое число, то 
либо а делится на р. либо а и р — взаимно простые числа. 

Рассмотрим два числа: 12 и 18. Выпишем числа, 
кратные 12: 

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, 144, 156, .... 
Выпишем теперь числа, кратные 18: 
18, 36, 54, 72, 90, 108, 126, 144, 162, 180, ... . 
Среди выписанных чисел есть одинаковые: 
36, 72, 108, 144, ... — 

их пазывают общими кратными чисел 12 и 18, а паименьшее из пих 
называют наименьшим общим кратным (НОК) чисел 12 и 18, Итак, 
НОКИ2, 18) = 36. 

Для любых заданных натуральных чисел можно найти НОК. 
Например, НОК(20, 30, 40) = 120, НОК(27, 81) = 81. 

Обычные приёмы отыскания НОД и НОК мы напомним в следу- 
ющем параграфе. 


Если К — общее кратное чисел то К : НОКца, с). 


По условию К { а, К : е. Предположим противное, что К 
не делится на НОК(а, с). Обозначим НОК(а, с) буквой т. 
Заметим, что т га, т: с. 

По теореме о делении е остатком число К можно предета- 
вить в виде К = тд + г, где 0 < г < т. Так как К | а, т | а, тон 
г: а. Далее, так как К с, т: с, то и г: е. Итак, гта, г: с, следова" 
тельно, г — общее кратное чисел а и с, поэтому г > т вопреки ус- 
ловию 0 < ғ < т. Полученное противоречие означает, что сделанное 
предположение неверно. Значит, К > НОК(а, с). 


СЛЕДСТВИЕ 1 


Еслна БЫ иа`Ь, тоа НОК, Б. 


СЛЕДСТВИЕ 2 


Белина ень ето 22 — общее кратное чисел а нь. 


Так как а | с, тоа = ст, ар = Бет, 2 = т, т.е, Ч Б. 
Аналогично доказывается, что 90 а. 


Доказать, что для любого натурального числа п справедливо соотно- 
шение (п? — 5и? + 4л) 120. 


ПШИСТТТТТУШШИ В $46 5 примере 1 было доказано, что при любом нитураль- 

ном значении п число л? — 5л* + 4л делится на 2, 3, 4, 5, 8. 
Тогда по следствию 1 оно делится и на НОК чисел 2, 3, 4. 5, 8 те 
на 120. 


Дая любых натуральных чисел а и Ь справедливо равенство, 
НОК(а, Ь) - НОД(а, Ь) = аЬ. Ш) 


дом обознь 


НОК(а, Б) = №, НОД(а, в) = а, 


Так как аб — общее кратное чисел а и Б, то по теореме 1 аЬ: А. поэтому 
а = кс, Поскольку № а, то к = ат. Подставив выражение ат вместо & 
в равенство ар = кс, получим ав = атс, т. е. В = те, Это значит, что 
ъс. Аналогично можно доказать, что а с. Таким образом, с — общий 
делитель чисел а и Б, поэтому с ие больше их НОД: є < 4. Но тогда 


- Ы <. 


С другой стороны, по следствию 2 из теоремы 1 число 22 — общее 


кратное чисел а и Б, поэтому оно не меньше их НОК: 90 > А. 


фоливто же время 20 < А, Следовательно, 9# = А, т. е. 


а 
аһ = 4, что и требовалось доказать. 


Если числа а и Ь — взаимно простые, то НОК(а, Б) = а. 


СЛЕДСТВИЕ 2 
Если а В, а: Б.и числа Ьу и Ь, — изаимио простые, то 


Равенство (1) иногда используют для отыскания наименьшего 
общего кратного двух чисел. 


Найти НОК(276, 282). 


ПИШЕТ 06а заланных числа чётные и делятся на 3, значит, делятся и 
| ма 6. Поскольку 282 — 276 = 6, у заданных чисел не может 
быть общего делителя, большего чем 6. Итак, НОД(276, 282) = 6. По 
Формуле (1) получаем 


НОК(276, 282) = 


215-282. - 
'НОД(276, 282) Б 
= (276 : 6). 282 = 12072. 


Отметим ещё два свойства делимости, из которых второе является 
следствием первого. 


Если числа а и р взаимно простые м ас: р. то с: р. 


Так как а и р — взаимно простые числа, то НОК(а, р) = 
= ар. По уеловию ас : р; кроме того, ас: а. Следовательно, 


ас — общее кратное чисел а и р и по теореме 1 оно делится н. 
НОК(а, р). Таким образом, ас : ар, откуда следует, что с : р (см. свой" 
ство 6 из $ 46). 


Если р — простое число м ас: р, то хотя бы одно из чисел а, с де- 
литея на р. 


Доказать, что {6 — иррациональное число. 


МЕЕТИТ УТ ВИ Предположим, что {6 — рациональное число. Ясно, что это 


не натуральное число, а потому {6 = 18, где п 184 — 


з 
несократимая дробь, т. е. т и п — взаимно простые числа, Тогда") = 
= 6, т? = бл?, поэтому т? : л". Значит, т? п, т. е. (т - т) = п. По 
предположению числа т и п — взаимно простые, значит, по теореме 3 
т? іп, т. е. (т.т) і п. Но тогда по той же теореме т і п, т. е. № — 


‘сократимая дробь вопреки сделанному предположению. 
Таким образом, наше предположение неверно, поэтому {6 — 
иррациональное число. 


ею 


Вопросы для самопроверки 


Что такое наибольший общий делитель двух натуральных 
чисел? Найдите НОД(Т2; 108). 

Что такое наименьшее общее кратное двух натуральных 
чисел? Найдите НОК(72; 15). 

Каким соотношением связаны между собой числа а, В, 
НОД(а; Б) и НОК(а; Б)? 

Что такое взаимно простые числа? 

Известно, что числа а м  — взаимно простые, Найдите 
НОД(а; 5) и НОК(а: 5). 


Основиой теоремой арифметики называют обычно совокупиость двух. 
утверждений, одно из которых (теорему 1) мы докажем, а другое 
(теорему 2) приведем без доказательства. 


Любое натуральное число (кроме 1) либо является простым, либо 
его можно разложить на простые множители. 


Например, 35 = 5-7, 54 = 2.3.3.3, 169 = 13. 13, 1001 = 
=7. И - 13 ит.д. 


Пусть а — составное число. По теореме 1 из $ 47 оно име- 


ет простой делитель, т. е. число а можно представить в 
виде а = аур, где ру — простое число, Если при этом и а: — простое 
число, то теорема доказана. Если ау — составное число, то его можно 
представить в виде а; = азрз, где р; — простое число. Если при этом 
и аз — простое число, то теорема доказана. Если аз — составное чис- 
ло, то продолжим указанный процесс. Тогда либо на каком-то шаге 
получится разложение на простые множители, либо придётся пред- 
положить, что процесс составления чисел аз аит. д. беско- 
нечен. Но бесконечным он быть не может, так как все указанные 
числа меньше а, поэтому их — конечное множество. Следовательно, 
на каком-то конечном шаге получится окончательное разложение 
числа а на простые множители. 


Если натуральное число разложено на простые множители, то такое 
разложение единственно; иными словами, любые два разложения 
числа на простые множители отличаются друг от друга лишь 
порядком множителей. 


[Решени О 


При разложении числа на простые множители используют при- 
знаки делимости и применяют запись столбиком, при которой дели- 
тель располагают справа от вертикальной черты, а частное записы- 
вают под делимым.. 


Разложить на простые множители число: 
0) 3780; 0) 7056. 


1890 
945 
315 
105 

35 
7 
1 


КОР 


Итак, 3780 = 2: 3*.5.7. 


2 
2 
2 
882 | 2 
з 
з 
т 
т 


| итак, 7056 = 2%. 32. 1. 


В обоих случаях мы использовали так называемые 
канонические разложения, когда простые множители 
располагаются в порядке возрастания, 

енча Знание канонических разложений позволяет без осо- 
раина бого труда находить наибольший общий делитель или 


наименьшее общее кратное заданных чисел. 


НОД(ЗТВ0, 7056) и НОК(ЗТ80, 7056). 
[Решение Я 
3780 = 21.3'.5.7, 
Т056 = 25.32. 72, 
Значит, 
НОДИЗТВО, 7056) = 2. 3°. 7 = 252; 
НОК(З780, 7056) = 2' . 3°. 5. 7: = 105840. 


Вопросы для самопроверки 


1. Сформулируйте основную теорему арифметики натураль- 
ных чисел. 
2. Разложите на простые множители число 630. 


Этот параграф мы начнём с важного комбинаторного факта, который 
является математической моделью весьма разнообразных ситуаций. 
Приведём несколько типичных конкретных вопросо! 


' Этот параграф написан П. В. Семеновым. 


ТПАВА 7 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ДЕЛИМОСТИ 


1. Встретились 10 друзей, и каждый пожал руку каждому. Сколь- 
ко было рукопожатий? 

2. В первом круге чемпионата каждая из 11 команд по одному 
разу встретилась с каждой. Сколько было встреч? 

3. В правильном 12-угольнике провели все стороны и все диаго- 
нали. Сколько провели отрезков? 

4. Из группы в 13 учеников выбирают двоих, чтобы спеть дуэтом. 
Сколько есть вариантов выбора? 

5. Сколько всего подмножеств из двух элементов есть у множества 
из 14 элементов? 

А вот н общий факт. 


ТЕОРЕМА (О ВЫБОРЕ ДВУХ ЭЛЕМЕНТОВ) 


Если множество состоит из л элементов м требуется выбрать из них 
два элемента без учета их порядка, то такой выбор можно произве- 


сти ровно ИВ способами. 


Посчитаем сначала число выборов двух элементов с учё- 

том их порядка. Для выбора первого элемента есть п спо- 
собов. Для выбора второго элемента есть (п — 1) способ: ведь один 
элемент уже выбран. По правилу умножения всего есть л(п — 1) спо- 
собов выбрать упорядоченную пару элементов. 

Теперь «забудем» про порядок выбора. Тогда каждая неупорядо- 
ченная пара элементов, скажем (а; Б), будет ранее учтена ровно два 
раза: как упорядоченная пара (6; а) и как упорядоченная пара (а; Б). 
Поэтому общее количество л(л — 1) выборов упорядоченных пар сле 
дует разделить пополам. Теорема доказана. 


В частности, ответы на вопросы 1—5 таковы: было 45 рукопо- 
жатий, 55 встреч, 66 отрезков, 78 дуэтов, 91 подмножество из двух 
элементов. 


Простые числа, меньшие 30, записаны по одному на карточки, На- 
удачу выбирают две карточки. Какова вероятность того, что на них 
записаны простые числа, меньшие 15? 


ПШИСТТТТТУШШИ Выпишшем простые числа, записанные па карточках: 2, 3, 


5,1, И, 13, 17, 19, 23, 29. Мх 10 штук. Порядок выбора 
= 45 способов выбора 
двух карточек. Среди 10 данных чисел ровно 6 меньше 15. Это 2, 3, 
= 15 способов выбора двух 


карточек не важен. По теореме всего есть ! 


5, 7, 11, 18. Снова по теореме есть 


карточек из 6 нужных. По определению вероятности получаем, что 
искомая вероятность равна 15 : 45. 


ПРИМЕР 2 


Все патуральные числа от 2 до 23, имеющие общие множители с 
числом 24, записаны по одному на карточки. Наудачу выбирают дне 
карточки. Какова вероятность того, что произведение записанных па 
пих чисел равпо 24? 


Решение Выпишем по возрастанию все числа на карточках: 2, 3, 4, 


9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22. Их 15 штук. По- 
рядок выбора карточек ме важен, По теореме всего есть 1514 = 105 


способов выбора двух карточек. Перечислим (неупорядоченные) 
пары, дающие 24 в произведении. Их всего З штуки: (2; 12), (3; 8), 
{4; 6). По определению вероятпости получаем, что искомая вероят- 
ность равна тд. =. 


Сколькими способами можно разложить следующие числа в произ- 
ведение двух натуральных множителей, первый из которых меньше 
второго: 

а) число 143: в) число 144; 

6) число 245; г) число 450? 


а) Число 143 — простое. Поэтому способ такого разложе- 
ния один: 1 - 143 = 143. 

6) Так как 245 = 5. 7°, то всего есть три способа такого разложе- 
ния: 1. 245, 5-49, 7. 35; 

в) Если первый множитель уже выбран, то второй выбирается 
однозначно: он равен частному от деления 144 на первый множитель. 
Так как 144 = 12°, то первый множитель должен быть меньше 12, 
т, е. он может равняться 1, 2, 3, 4, Всего 7 вариантов. 


г) Первый множитель должен быть меньше 450 < 22. Так как 
450=5.0.10=1.2-3-3.5. 5, тоон может равняться 1, 2, 3, 5, 
6, 9, 10, 15, 18. Всего 9 вариантов. 


ац 03 вт; г). 


Решение 


ТПАВА 7. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ДЕЛИМОСТИ 


ПРИМЕР 4 


Каждый из 10 друзей послал по одной открытке пяти друзьям. До- 
казать, что какие-то два друга послали открытки друг другу. 


Разместим друзей по вершинам правильного 10-угольника, 
Для каждой посланной открытки нарисуем стрелку с на- 
малом у отправителя и с концом у получателя. Всего будет нарисова- 
но 50 стрелок, а число всех сторон и диагоналей у правильного 
10-угольника равно 45. Так как стрелок больше, чем отрезков, то на 
каком-то отрезке стоят две стрелки, т. е. эти друзья послали открыт- 
ки друг другу. 


Вопросы для самопроверки 


Сформулируйте правило умножения. 
Сформулируйте определение вероятности случайного собы- 


| эВ почему вероятность невозможного (достоверно- 

то) события равна 0 (равна 1)? 

Сформулируйте основную теорему арифметики. 

Обоснуйте, почему при разложении числа № на два нату- 

ральных множителя один из них не больше чем УУ. 

6. Ответьте на вопрос, аналогичный вопросу 5, но для разло- 
жения па три множителя. 

7. Встретились 10 друзей, и каждый, кроме Пети, пожал руку 
каждому, а Петя пожал руку только Паше. Сколько было 
рукопожатий? 

8. Встретились несколько друзей, и каждый пожал руку каж- 

дому. Рукопожатий было больше 5, но меньше 10. Сколь- 

ко друзей истретилоск? 

. Заполните таблицу. 


ери 


ЕЕ 


10. Каждая из команд провела по одной встрече с каждой. Все- 
го было проведено 66 игр. Сколько было команд? 
Основные результаты 


• В этой главе мы познакомились со свойствами делимости 
натуральных чисел. 


* Мы изучили конкретные признаки делимости: 
на 2: число делится на 2 тогда м только тогда, когда по- 
следняя цифра числа четная: 
на 5: число делится на 5 тогда и только тогда, когда оно 
заканчивается на 0 или 5; 
на 10: число делится на 10 тогда м только тогда, когда 
оно заканчивается на 0; 
на 4: число делится на 4 тогда и только тогда, когда две 
его последние цифры образуют число, делящееся на 4; 
на 25: число делится на 25 тогда и только тогда, ког- 
да две его последние цифры образуют число, делящееся 
2: 
на 8: число делится на 8 тогда и только тогда, когда 
и сарик «брук аве) ‘делящееся: 
ны 
на 125: число делится на 125 тогда и только тогда, 
когда три его последние цифры образуют число, деля- 
щееся па 125; 
на 3: число делится па 3 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится па 3: 
на 9: число делится на 9 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится на 9; 
а также признаки делимости на 7, 11 и 13. 
• Мы изучили некоторые свойства множества простых чи- 
сел и познакомились е основной теоремой арифметики. 
* Мы выяснили, как связаны между собой наибольший 
общий делитель и наименьшее общее кратное двух на 
туральных чисел: 
НОК(а, Б) · НОД(а, Б) = 26. 
• Мы познакомились е комбинаторной теоремой о выборе 


двух элементов. 


А лгебраическая дробь 4 
знаменатель 4, 6, 8, 21 
область определения 6 
основное свойство 6 


Б есконечная десятичная периоди" 
ческая дробь 34 
Биквадратное уравнение 225 


Взаимно однозначное соответст. 
вые 51 

— простые числа 272 
Возвратное уравнение 226 
Возрастающая функция 62 
Выпуклость функции вверх 
(вниз) 64, 65, 99, 100 


Г апербола 107 
— ветви 108 


Деление многочленов 214 
Дерево вариантов 27 
Дискриминант 155, 158. 
Допустимые значения переменных 
615 

Дробно линейная функция 140 


З нак включения 33. 

— принадлежности 33 
И звлечение квадратного корня 43 
Иррациональное уравнение 176, 
236 

— число 47 


К аһоническое разложение на 


— — решевие 191, 192 


Предметный указател 


— ураанешне 150 

— — пеполиое 151, 152 

— — нецриведённое 151 

— — полное 151 

— приведённое 151 

— — решение 156, 157, 159, 
160, 162 
Квадратный корень 42 

— трёхчлен 151, 169 
151, 170 


`Лимейное неравенство 186 


М стод возведения в квадрат 237 
— доказательства от противно" 
то 41 
— интервалов 194 
Многочлен неприведенный 213 
— приведённый 213, 222 
— стандартного вида 213 
Множество действительных чи- 
сел 50 
— рациональных чисел 82, 87 
= целых чисел 38 
Модуль действительного числа 79, 
86 
Мопотоннюсть функции 63 
— — возрастание 62, ВТ, 98, 
100, 113 
— — Убывание 62, 65, 87, 08, 
100, 112 


Н анбольший общий делитель 


(нод) 271 
Наименьшее общее кратное 
(нок) 272 

Нанменыпий общий знамена- 
тель 13 


Мепрерывная функция 63 


Неравенства с переменной 185 Признак делимости 261, 262, 263, 


— — — решение 185 265, 266 
'Неравносильные преобразования Простое число 267 

уравнения 241 

Р апносильное преобразование 

О оласть значений функции 64 уравнения 241 
Общее кратное нескольких много- — Равносильные неравенства 187 
членов 220 — преобразования перавенсть 
Общий делитель многочленов 219 187 

— знаменатель нескольких алге- — уравнения 241 


— умзомиата 00:00 Ч исловая прямая 51 


Приближение числа по избытку ҷисто периодическая дробь 37 
201 


— — — недостатку 201 


Исторические сведения 


Уже в древневавилонских текстах времён династии Хам. 
мурали (1800 г, до и, э.) встречаются решения многочис- 
ленных линейных и квадратных уравнений и систем с 
числовыми коэффициентами. На арабском Востоке и в Ин- 
дии квадратные (и кубические) уравнения исследовались в 
работах Ариабхаты (476—550), Бхаскары 1 (600—680), Брахмагупты 
(508—660), аль Хорезми (783—850), Омара Хайама (1048—1181), Из- 
ложение в основном носило риторический, словесный характер. Вот, 
например, цитата из «Алмукабалы» аль-Хорезми: 

Что касается квадратов и корней, равных числу, то если, например, ты 

скажошь: квадрат и десять его корней равны тридцати девяти дирхомам, 
то это означает, что если добавить к некоторому квадрату то, что равно десяти 
корням, получим тридцать девять. Правило таково: раздвой [число] корней, 
‘получится в этой задаче пять, умножь это на равное ему, будет двадцать пять. 
Прибавь это к тридцати девяти, будет шестьдесят четыре. Извлеки из этого 
корень, будет восемь, и вычти из этого половину [числа] корней, т. е. пять, 
останется три: это и будет корень квадрата, который ты искал, а квадрат есть 
девять. 
При переводе на понятный нам язык речь идет о решении ква- 
лратного уравнения =? + 10х = 39, которое обошло все средневековые 
учебники по математике. При этом в те времена искали только по- 
ложительные корни. 

Тем не менее основной приём — выделение полного квадрата и 
сведение сложных квадратных уравнений к более простым уравнениям 
был хорошо известен. 

Достижения древнегреческой и арабской математики п средне" 
вековой Европе стали общепризнанными после появления в 1202 г. 
объёмного! труда «Книга абака *» итальянца Леонардо Фибоначчи 
(1170—1250). Изложение также было в основном словесным, рецеп- 
турным. Многие задачи из «Книги абака» многократно цитировились 
и распространенных учебниках по математике вплоть до ХҮШ в. 

Процедура получения формулы корней квадратного уравнения в 
общем виде была приведена у Ф. Виета, хотя он также не рассма" 
тривал отрицательные числа. Теорема Виета у самого Виета звучит 
(1591 г.) примерно так: «Если произведение В + С на А, уменьшенное 
на А?, равно ВС, то А равно В или А равно С». Дело в том, что Виет 
гласными обозначал переменные, а согласными — коэффициенты, 
Зиачит, получается так: (6 + е)х — х? т Вх сэ хе В или х тс. 

К середине ХҮШ в. ныне принятый нами способ решения ква- 
дратных уравнений (через дискриминант 2 = Б? - 4ас) становится 
общеупотребительным. 


Т Переиздание середины ХІХ а. составляло 459 страниц. 
2 Абак — инетрумент для проведения подсчетов. Так что названне можно пере- 
зисти п как «Техника вычислений». 
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Парабола как геометрический объект была известна в древней 
Греции ещё до нашей эры. Первоначально в работах Аллолония (ШІ в. 
до н.э.) она получалась так. Надо ваять конус (колпак) и рассечь его 
плоскостью, которая параллельна боковой образующей конуса, Ме- 
ханически параболой является траектория движения тела (снаряда), 
выпущенного под углом к горизонту (см. рис. 140}. 

Ещё одно замечательное, оптическое, свойство параболы состоит в 
том, что лучи света, параллельные оси параболы, после отражения от 
параболы проходят через одну и ту же фиксированную точку — фокус 
параболы (рис. 141). Предание приписывает Архимеду использование 
подобной фокусировки солнечных лучей для поджога вражеских ко- 
раблей в бухте. 

Оптическое свойство параболы имеет многочисленные приложения: 
от устройства прожекторов до конструкций современных мощных 
солнечных батарей. 

Гипербола, как и парабола, геометрически была известна задолго 
до её алгебраического описания. В работах древнегреческих математи- 
ков гипербола также определялась как некоторое копическое сечение: 
пужно, чтобы плоскость сечения пересекала бы и конус (колпак), и 
симметричный ему конус (см. рис. 142). 


<“ 


Рис. 141 Рие. 142 
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